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Vorwort. 



Der grosse Nutzen, welchen die Hyperbelfnnktionen als 
BelbBtetändiges analytisehes Inetniment gewähren, wird von den 
Mathematikern des Auslandes weit mehr gewUrdigt, als von 
unseren Landsleuten. Kicht allein, dass mit ihrer EUlfe an 
die Stelle plumper und unUbei'sichtlicher ExponeutialausdrDcke 
einfache und äegante goniometrisohe Formen treten können, 
sondern ihre Verwendung ermöglicht es auch allein, einen con- 
seqaenten DualismaB bei den Terschiedensten algebraischen und 
geometrischen Problemen hervortreten zu lassen. Leider haben 
sich die an sich sehr verdienstlichen deutschen Schriften ttber 
diesen Gegenstand, wie wir sie von Gronau*) und Heis be- 
sitzen, mcbt die wUnsehenswerthe Geltung erzwingen können, 
vielmehr liessen wir uns auf diesem Gebiete von anderen Län- 
dern üheräägeln. Insbesondere Frankreich besitzt seit sechs 
Jahren das treffliche Werkchen von Laisant, auf welches gleich 
nach seinem Ürscheinen Herr Frischauf**) die Aufmerksamkeit 
deutscher Leser zu richten bemtlht war. Des Verfassers Ab- 
sieht, durch eine deutsehe Bearbeitung dieses, mit allen Vor- 
zügen französischer Darstellungsweise ausgestattete Buch in 
unserem Vaterlande einzubdrgern, ward unmittelbar rege, als 
er dasselbe kennen gelernt hatte. Fortgesetzte Studien liessen 
es ihm jedoch wtlnBchenswerth erscheinen, eine Anzahl von 
Materialien, welche Herr Laisant unbenutzt gelassen hatte, mit 
in seine Darstellung veräechten zu können, und dieser Wunsch 
wurde noch lebhafter, als er sich mit den verwandten Arbeiten 
Professor Forti'6 bekannt zu machen begann. Beiden Herren 
schuldet der Verf. verbindlichen Dank für die freundliche Be- 
reitwilligkeit, mit welcher dieselben seinen Anträgen entgegen- 
kamen. So stellt sich denn das gegenwärtige Werk dar als eine 
systematische Zusammenstellung und Verarbeitung des gesamm- 
ten, nicht nubeträcbtlicfaen Stoffes, weicher heutzutage, freilich 



*) Man vergleiche die aehr gründlichen Becensionen (von GretscheU) 
n den JabrgSagen 1862—66 von Zarncke'a „literar. Centralblatt"; 
•*) Zeitachr. f. mathem. n, naturw. Unterricht, 6. Jahrg. S. 470—71. 
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bisher in vielfsch angeordneter Form, die Lehre von den 
Eyperbelfunktionen repräeentiit. Als Grundlage und Qerflste 
ist natnriich der ^ssai" ron Laisani zn betrachten, tod dessen 
Inhalt in unserem Buche nichts vermisst werden wird; indess 
lehrt schon eine Vergleichung des Umfanges, daes die aus dem- 
selben, Bowie aus der Einleitung zu Forti'a logarithmiechen 
Tafeln herübergenommenen Materialien in Summa nur etwa 
ein gutes Dritttheil des jetzigen Ganzen ausmachen. 

Zumal die Anordnung und Eintbeilung der einzelnen Leh- 
ren ist eine völlig selbststSndige und, wie wir glauben hoffen 
zu dürfen, eine zweckentsprechende. Die von den Schriften 
des französischen und des italienischen Mathematikers geliefer- 
ten Beiträge finden sich ausschliesslich in Kap, III, IV, V und 
in dem zweiten Theile von Kap. VIII. Nur zu dem, durchaus 
auf eigenen Quellenstudien beruhenden I. Kapitel wurde auch 
Forti'B geschichtlicher Abriss beigezogen, welcher vielfache An- 
regungen gewährte. Kap. II entstammt, mit Zustimmung dieses 
verdienten Gelehrten, der ersten, algebraischen Abtheilnng von 
Herrn Edouard Lucas' interessanter „Theorie des fonctioDS 
nnm^riques simplement pöriodiqueB", Seine Darstellung eröff- 
net einen bcBonders tiefen und umfassenden Blick in das Wesen 
des ursäßhlichen Zusammenhanges zwischen den Kreis- und 
Hyperbetfunktionen ; indess musste auch hier eine Umstellung 
der einzelnen Bestandtbeile vorgenommen und das von Lucas 
an die Spitze gestellte Theorem (in § 13) durch einen spezielle- 
ren Satz (in § 11) vorbereitet werden. Kap. VI, ein Abriss 
des rechnenden Theiles der absoluten Raumlehre, durfte in 
einem Werke über die Hyperbelfunktionen am wenigsten fehlen, 
da letztere für jene ganz die nämliche Rolle spielen, vrie die 
Kreisfunktionen ftlr die calculatoriscbe Seite der euklidischen 
Geometrie. Dabei wurden die bekannten Schriften von Frischauf 
mehrfach zum Ausgangspunkt genommen, indess ist doch die 
Kntwickelung der drei verschiedenen Geometrieen, welche .eioh 
an Foncenex's Construktion des Hebelgesetzes anlehnt, eine 
völlig abweichende, zumal was die §§ 7, 8 und 10 anbetrifiEt. 
Die Kapitel VII und X sind als solche überhaupt nen; das» 
in dem ersteren der Aufgabe, mathematische Tbeorieen plan- 
gemäse und rationell zu erweitem, eine tiefer eingehende Be- 
r&cksichtigung vom prinzipiellen Standpunkte aus zu Theil 
wurde, wird Manchem vielleicht nicht unangenehm sein. Dag 
IX. Kapitel ist zu betrachten als eine TJebereioht Ober eine 

fanz ungewöhnlich grosse Anzahl von Versuchen, den Begriff 
er goniometrischen Funktionen nach einer bestimmten Rich- 
tung bin zu erweitem, die jedoch fast sämmtlich unvermittelt 
und ohne Rücksicht auf früher Geleistetes untemommen und 
erst in neuester Zeit von wirklich durchschlagenden Erfolgen 
gekrönt wui'den. 
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Die Answahl iat in die, praktiscbeo Anwendungen ^ 
widmeten, Kapitel IV and V aufgenommeneii Stoffes war in- 
Boferne keine ganz leichte, bU die Menge hierher gehßriger 
Thateaehen, wenn man nur die Terschiedeuen Literaturgattnngen 
Bflmmtlioh in Betracht zieht, eine ganz ungeheuer groHse ist. 
Insbesondere die analytische Mechanik iBt eine wahre Fund- 
^be (ür Den, der den Nutzen der EyperbelfunktioQeD als 
eines stets anwendbaren rechnerischen HKlfsmittels ererfinden 
will. Indees dürfte wohl kaum ein wichtigerer Punkt unbeachtet 
gehlieben sein. 

Was die in dem Buehe vorausgesetzten Vorkenntnisse an- 
langt, so reicht im Allgemeinen das während des ersten Studien- 
jahrös zn erwerbende Maass analytischen und geometrischen 
Wissens vollständig aus. Mur in sehr wenigen Paragraphen 
wird fiber dasselbe hinansgegangeo. Verf. hat als Leser wesent- 
lich auch solche Stadirende im Ange, welche sich in spfiteren 
Semestern in der Diskussion sellHtAndiger, grösserer Probleme 
versnchen und an einem oonereten Beispiele sehen möchten, 
wie sich einer bestimmten Frage immer wieder neue Seiten 
Qod neue Gesichtspunkte abgewinnen lassen. 

Statt des vielfach — und nicht mit Unrecht — unbeliebten 
Namens „ hyperbolische Funktionen" ward durchweg, Jedoch 
nicht ängstlich, die pasaendere Bezeichnung der „Byperbel- 
fanktionen" gewählt. Maassgebend für diese Wahl war in 
erster Linie das Bestreben englischer Mathematiker, die bei 
der Rektifikation der Hyperbel auftretenden Integrale und 
deren Umkehnmgen speziell als „hyperbolische" den Dekannten 
elliptiBohen Funktionen gegenüberzustellen. Diese Ausdrucks- 
weise ist jedenfalls eine berechtigte, wogegen unsere Hyperbel- 
fanktion sich auf's Beste mit der gewohnten Ereisfiinknon ver- 
trägt. Das wohl auch gehörte Bedenken, dass die geome- 
trische Darstellung ersterer Grössen nicht an eine willkflrliche, 
sondern an eine spezielle, gleichseitige, Hyperbel aoknflpfe, 
wird dnrch die Betrachtungen unseres achträ Kapitels voll- 
kommen gehoben. 

Das den Verf. leitende Streben nach grösstmöglicher Voll- 
ständigkeit, sowie nach genauer Registrirong aller zur Ver- 
wendung gelangter literarischer Hilfsmittel wird wohl auf 
Billigung rechnen dürfen. Die deutsche Lehrbücher-Literatur 
hat mit dem Erscheinen des in diesem Verlage edirten grossen 
Handbuches von Etmeper einen neuen Weg betreten, auf welchem 
dieser, in mehr als einer Beziehung trefflichen Leistung nur 
recht viele Nachfolger zu wünschen wären. Die Entfernung 
des Verf. von grösseren Bibliotheken mag freilich an mancher 
Unvollständigkeit schuld sein. Während des Druckes noch 
sind ihm einige Abhandlungen bekannt geworden, welche keine 
Verwerthang mehr finden Konnten und deshalb wenigstens in 
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der Vorrede einen Platz finden eollen: es ist diess erstens ein 
ProgTAmm der Erfurter RealEOhule von 1S79, in welohem 
Dr. Schubring mit Hülfe der Hyperbelfiinktionen oder, richtiger 
g^esproßhen, der cykliEifilien Funktionen von imaginärein Ai> 
gument, in eleganter Weise eine Erweiterung der Kettenlinien- 
Äufgabe behandelt, sodann ein Aufsatz, von Trzaska im 78er 
Jahrgang der polnischen Denkschriften nnd r. ViUarceatC% 
„Theorie dea sinus des ordres eupäriears" (Comptee renduB, 
I,XSXVI). Die letzteren beiden Arbeiten wBrden ihrem Thema 
nach in den Kreis des neunten Kapitels fallen. 

Aufs Tiefste verbunden fllhlt sich der Verf. verechiedenen 
Freunden, die ihm mit ihrem Bathe znr Seite standen, so - 
Herrn Reallehrer Dr. Bender in Speier und Herrn Geniebaupt- 
mann Brocard, Vorstand des meteorologischen Dienstzweiges 
flir die Provinz Algerien. Insbesondere aber schuldet er Dank 
Herrn Professor Dr. Doetsch in Kaiserslautern, dessen Sach- 
kunde gerade auf diesem Gebiete eine allbekannte ist, nnd der 
ihn durch mehrere Mittheilungen erfolgreich nnterstatzte. — 

Hiemit sei das Buch allen Denen, die f(lr einen interes- 
santen, jedoch noch keineswegs znr Genflge ergründeten Zweig 
der analytischen Forschung Theilnahme hegen, zu freundlicher 
Beachtung Obergeben. 

Ansbach, im November 1880. 

Dr. Siegin. Gftnther. 
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Kapitel I. 

Historisoh-bibliograpliisolifl Einleitiuig. 



§ 1. LiterargeBchiclitlicheB. EinA zasunmenhängende 
J)aT8telluDg der EntwickeluDg, welcbe die Lehre tod den Hyperbel- 
faoktionea im Laufe der letsten zwei Jahrhanderte erfahren hat, 
tat anseres Wissens bis jetzt erst ein einaigeBmal , nnd zwar von 
dem auf diesem Gebiete anch sonst verdienten Pieaner Professor 
Barsolli 1), versucht worden. Wesentlich auf dieser Ornndlage be- 
ruht der geBcbtcbtliche ÄbriBS, welchen Forli 2) seinem bekannten 
trefflichen Tafelwerke einverleibt hat Da aber zwischen jener . 
ersten Arbeit und heute bereits ein volles Vi erteljahrh ändert liegt, 
innerhalb dessen gerade die geBchichtUch-mathematischc Forschung 
einen so frischen Aufschwung genommen hat, so erschien es nicht 
Uberflflesig, den Gegenstand einer nenen, gründlichen Bearbeitung 
zu unterwerfen. E» ze^te sich bei dieser, dass in der That noch 
nicht sämmtliche Quellen erschSpft waren, und so dUrfen wir wohl 
der Hoffnung Raum gebeu, dass dieser neue Versuch, die Ent- 
wiekelnng^eschichte eines in vielfachen Beziehungen so interes- 
santen Bestandtheiles der höheren Analysis durohans nach eigenen 
Stadien vorzuführeu, auch jetzt noch Anklang finden werde. 

S 2. Quadratur der Hyperbel; Newton, Cotes. Dass 
die eigentliche GcBoLichte eines jeden Kapitels der Fanktionen- 
lehre, sei es, welches es wolle, erst mit der dnrch Leibniz voll- 
zogenen Reform anheben kann, erscheint für sich klar. Diess 
schliesst jedoch nicht aus , dass nicht Spuren davon bereits in 
eine weit frühere Zeit hinaufreichMi. Die gleichseitige Hyperbel 
aU solche scheint unter einem Gesichtspunkt, den wir heute etwa 
als den analytisch -geometrischen bezeichnen könnten, zuerst der 

GDWh«, Lypstbül. fu,ikli«i6». 1 +^ 
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'2 Histurisch - liibliogr. EinleUung. § I. 

als tiefer Denker wohlbekannte Jesuit Gregorim a St. Vincenlio 
betrachtet zu haben. KäslnerS), der von desseu seltenem Haupt- 
werke eine ansflthrliche Analyse giebt, schildert das 129. Theorem 
desselben in folgender Welse (Fig. 1): 
„Durch B gehu einer Hyperbel Asympto- j 
ten, BA vertikal, BC horizontal ... sie 
ist gleichseitig. . . . Durch die horizon- 
talen Punkte E, G, C, die vertikalen 
Paraliellinien bis an die Hyperbel, ED, 
GF, CH; piano autem DEGF incommen- 
surabile sit planum FGCH (asymptotische 
Räume der Hyperbel) dioo rationem DE ad FG, toties mnltiplicare 
rationem FG ad HC, quoties quantitas DEGF continet quantitatem 
FGCH. Der erstgenannte asymptotische Eanm enthält den andern 
so oft, so oft die Verhältnisfl ED:FG die Verh&ltnias -ffCiÄtf ent- 
hält" Hierin hegt, modern ausgesprochen, ganz unzweideutig die 
Thatsaohe enthalten, daas der FUcbenraum dner auf ihre Asym- 
ptoten bezogenen gleichseitigen Hyperbel eine logarithnÜBche Funk- 
tion der begrenzenden Ordinaten ist Diese wichtige Wahrheit 
ist also, da Napier'i Logarithmen darchaus keine hypeitolischen 
sind, und das betreffende Werk Gregorys i) schon im Jahre 1647 
erschien, von diesem erstmalig erkannt worden*), und Nikolaus 
Mercator, der gewöhnlich als der erste Entdecker der Hyperbel- 
Quadratur aufgefühii wird, kann strenge genommen nnr den Ruhm 
beanapmchen, den exakten mathematischen Ausdruck far den von 
seinem Vorläufer bei-eits dentlich erfasaten Sachverhalt und damit 
anoh die Basis fUr die Lehre von den Hyperbelfanküonen ge- 
schaffen 2U haben. 

Hatte Gregor ausschliesBlich die rechtwinkligen Coordinaten 
auf die Asymptoten bezogen, so verwendet dagegen Mercator an 
verscliiedenen Stellen seines berühmten Werkes 6) gewissermassen 
büde Systeme, dasjenige der Asymptoten und dasjenige der Axen. 
Er entwickelt dabei einige Sätze, welche die Qmndzage der hyper- 

*) Da der von verschiedenen Seiten widerlegte Irrthnm, die Neper- 
scben Logarithmen mit den Bogenannteu natürlichen für ein und dasselbe 
zu hallen, immer und immer wieder auftaucht, so erlaubt sich der Verf. 
bei diesem Anlasa auf eine seiner früheren Aibeiten 5) hioKuweisen, in 
welcher die Frage nach dem wahren Charakter des iVajii^'sohen „Systemes" 
auf Grund der geaammten einschlägigen Literatur geprOft wird. 
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boliselien GuDiumetrie bereits in bigIi BchtieBaen. Indem ar7) die 
Eatfernung vom Mittelpunkt und Sclieitel gleich 1, die Eatfemnng 
zwischen letzterem und dem Fiuapnnkt der Ordinate gleicb a 
setzt, findet er u. a. für die AbBoiBB« x ond die Ordinate y die 
Relationen a; — 1 + a, y — \/ia+'äa, 

womit also implicite auch die Fundamentalgleichung 

gegeben ist Ds indeas Mercator, ganz wie Gregor, aagachlieBB- 
lich für gemiBcbtlinige Paralleltrapeze im Asymptote nraum den 
Flächeninhalt zu berechne ancht und sn CentraUektoren nicht 
denkt, so konnten sich an diese Sätze noch keine analytischen 
Folgerungen knttpfen. Waa von Mercator gesagt ward, gilt aber 
weaentlich auch fOr einige andere Geometer aelner Zeit, welche 
seinen Spuren folgten und die Geometrie der gleichBeitigen Hy- 
perbel in eioEelnen Punkten erweiterten, insbesondere fUr David 
Gregorys) und Craig%). 

Einen ähnlichen Standpunkt nimmt Newton ein; deaaen un- 
bewnsste Änticipation der Hyperbelfunktionen zuerst hervorgeho- 
ben zu haben, ist ein Verdienst Fortfi 10). Immerhin liegt in 
aeiner ganz gelegentlichen Vergleichung von Kreis und Hyperbel 
ein entschiedener Fortschritt inaofern , als bei ihm bereits wirk- 
liche Sektoren zur Verwendung kommen. Die 8. Froposition des 
2. Bnohes von Aemton'a Principien wird durch Wolfers folgender- 
masseu wiedergegeben: „Eäu Körper, welcher durch die gleich- 
förmige Kraft der Schwere abwärta gezogen wird, steigt geradlinig 
auf oder ab, und erleidet einen Widerstand, welcher zum Thcil 
der Geschwindigkeit selbst, zum Theil ihrem Quadrat proportional 
ist Zieht man nun durch die Endpunkte der conjugirten Dareh- 
messer eines Kreises oder einer Hyperbel Linien, welche den 
Durchmeasern parallel alnd, und verhalten sich die Geachwindlg- 
keiten wie bestimmte Stocke dieser Parallelen, von einem gege- 
benen Punkte an gerechnet; bo verhalten sich die Zeiten wie die 
Sektoren der Flächen, f^_ 2. 

welche man erh&lt, in- 
dem man den Mittel- 
punkt mit den Endpunk- 
ten jener Stücke durch 
gerade Linien verbindet, 
und umgekehrt" Fig. 2 
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erläntart dieaeo Lehraatz, welcher in bekannter Weise dem Bestre- 
ben des gTOBseu Synthctikers angepasst ist, für jedes analytische 
Enouc4 sofort eine geometrische Anlehnung eu snchen. Um D als 
Mittelpunkt ist sowohl in a als in b resp. ein Kreis und eine gleich- 
seitige Hyperbel beschrieben ; an beide Cnrven ist in B die Scheitel- 
t&ngente gezogen. Die Strecke AP sei beidemale der Geschwin- 
digkeit proportional, nnd zwar werde der Kreis betrachtet, wenn 
das Mobil aufsteigt, die Hyperbel, wenn es absteigt. Zieht man 
dann AD und PD, welche beide Gerade die Curven resp. in E 
nnd T schneiden, so werden die Sektoren EDT nnd EDT in beiden 
F&Uen das Maass fUr die jener Geschwindigkeit entsprechende 
Steig- oder Fallzeit liefern. Setzt mau beidemale Sektor BOT = 
91, Sektor BDE^f, so ist fUr Figur 2,a die Geschwindigkeit 
AP gleich der Differenz der trigonometrischen Taugenten, für 
Figur 3,& gleich der Differenz der hyperbolischen Tangenten von 
tp and ^. Forti hat also ein Recht, (a. a. 0.) zu sagen, dass 
Newton einen Satz ans der Lehre vou den Differentialgleichungen 
gebraucht, welchem wir heutzutage etwa diese Form geben wfirdeu: 
Die liOsung der Gleichung 
äv 



dt 



'('±9 



ist V ^k tang ^ oder u = A: Xong j-^ je nachdem nrsprönglich 

das obere oder untere Zeichen Geltung besass. 

Von einer anderen Seite her ist Roger Coles den Hyperbel- 
funktionen sehr nahe gekommen. Mau weiss, dass mehrfach bei 
ihm die EunstwOrter „Logometria" und „Trigonometria" einander 
gegenttberstehen, dass er als einer der Ersten des reciproken Ver- 
haltens vou logarithmischen und goniometrischen Funktionen sich 
voll bewusst war, welches dann Leonhard Euler zu einer der 
Gmndsänien seiner Analysis des Endlichen zu machen verstand. 
H&lt man diess fest, so wird man vielfJLItige Anklänge an unsere 
Disciplin bei Fig. 3. 

Cot es erken- 
nen, wohl kei- 
. neu aber so 
deutlich fin- 
den, wie die 
bei Gelegcn- 
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heit der Oberfläclienb^timmong eines DrehungsellipBoideB gemHchten 
AeDSBeruiigeiilä) (Fig. 3, a und b): „His addere licebit ab ElUpei 
geDitas anperficiea. Sit ANB BIlipets doBcripta contro C, vertid- 
bu8 A et B, foco F, semütse priDCipali CB, aemiaxi conjugato CA, 
et ad KiiB CA punotum quodvia X Bit X!V ordinaläm applicsta, 
Ellipsi occnrrat ad N. In axe CB capiatnr, CE ad CA ot CA ad 
CF, et jnDgatar £X Tntn Bomstar ICL qnae Bit ad XC nt XE 
ad CE, et LM qoae rationis inter EX+XC et CE meneara Bit 
ad modniDm CE, et eaperiicics geoita es arcne BJV converfuone 
drcnm axem GX, erit ad Circulnm Bemldiametro Cß deacriptniD, 
nt liDearnm EL et LM aggregatnm EM, ad Bemidiametrnin ilUm 
CB. Ut faaec ultima conatnictio locam habeat, oportet semiaxem 
CAf circa quem converBio facta est , minorem eaae alt«ro aemiaxe 
CB: aliter enim Moduli CE qnaDÜtas 
CAq 
\/CBq—CAq 
evadet imposBibilis, et conatmclio itla Logometrica (qnod in hi^ns- 
modi casibns fieri solet) convertet ae in Trigonometricam , qualis 
illa est, qnae jam aequitur . . . *) Poaset hitjua etiam auperficiei 
dimeoBio per Logometriam deaignari, sed modo inexpUcabili. Nam 
si qnadranfis cironli qailibet arcus, radio CE deaoriptua, ainnm 
habet CX, Binnmqne complementi XE: Bumendo radinm CE pro 
modulo, arcuB erit rationis inter 

EX + XC l/— 1 
et CE mcDsura ducta in ]/ — 1. Verum iathaec aliia, quibus 
operae pretinm videbitnr, diilgentiua excntienda relinquo. Ceterum 
ex praecedentibQB tntelligi poteat, quanta ait cognatio inter angu- 
lomm atqne rationum menauraB, quamque levi mntatione in ae in- 
vicem facillime convertantur pro variia ejuedem Problematia caai- 
boB. De cnbicarum aeqnationam radicibua dudum ab Analyatis 
otnervatum cat vel eas exprimi poaae per Cardani regulaa, atqne 
adeo per duarum mediarnm proportionalium inventionem**), Tel 



*) Hier findet der Uebergang von Fig. i,a zn Fig. 3,b statt 
"*> Wir werden von dieser coaTentionellen Verwendung der swai 
mittleren Froporlionalen , welche noch früher ab der Typus eines jeden 
Problemes vom dritten Grade galt, später ein Mehreres hfiren, da dieselbe 
auch bei Riccati noch eine gewisse Rolle spielt. 
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per diviBioncm arcns oircnlariB in trea aequales pKrt«a, ü forte fne- 
riot inexpliottbiles per memoratu regalss." 

Cotes meint kIso, die von ihm fflr die Berechnung der Ober- 
flKohe eines abgeplatteten Spbftroidea gegebene Vorachrift erweise 
sieb als illasoriscb, wenn m&n sie auch anf dsB TerUngerte Spb&- 
roid ansdehnen wolle, da nunmehr der unter einer bestimmten 
Quadratwurzel stehende Anadmck negativ werde. Denke man 
sich jenes Radikal als den Sinus eines bestimmten Winkels, so 
werde im Eweiten Falle sowohl Sinns ala Argument imaginir, der 
gewöhnlichen Goniometrie stelle sich also, coordinirt mit der früher 
so genannten „Logometrie", eine imaginäre Goniometrie Eur Seite, 
deren nähere Erforschung er allerdingB nicht für seine augenblick- 
liche Aufgabe hält, deren innigen Znsammenbang mit der Lehre 
von den knbiachen Gleichungen und speziell deren reduktiblem 
Falle er jedoch klar einsieht Ein durch Kreisfonktionen rational 
EU machender Ausdruck fäUt eben sofort den Hyperbelfnnktloneu 
anheim, sobald er mit \/ — 1 multiplicirt erscheint. Hier ist ea, 
wenn ä und b die grosse und kleine Halbaxe, rj die Ordinate vor- 
stellt, der WurEelausdrnck 

um welchen sicli die Discassion drehi 

Sehr bemerken Bwerth ist weiterbin noch ein Zusatz, mit 
welchem der Herausgeber, Robert Smith, die auf die Algebra be- 
züglichen ScblnsBWorte Oofe«' begleitet Er ffibrt nämiicblS) aus, 
wie man sich die eine und andere der obigen Anflösungsweisen 
EU denken habe. Fflr die Form 

a;> + 3 aa« ■=» ±2aab 
und ebenso ftr die folgende 

x^—^aax= ±2aaJ (a<&) 
bedarf man der zwei mittleren Proportionalen (resp. der Cardan'- 
sehen Begel oder der Hyperbelf^nktioneo), wogegen die Oletehung 

cc> — aax = :£ 2«a6 (a> b), 
d. h. der irrednktible Fall, sich nur mittelst Anwendung der Tri- 
gonometrie auflösen ISast „Atc|ue ita Froblemata omnia Solida 
sointionem facilem reclpiunt, vel per Canonem Logarithmorum, vel 
per Canonem Trigonometricnm." 

Wie man deht, ist bier von dem, was man spUer Hyperbel- 
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funktionell genannt hat, noch nicht eigentlich die Rede. Und doch 
ist unsere obige Behauptung, bereita bei Cotes filndeii sich be- 
stimmte Andeutungen über jene, eine voll begründete. Denn, wie 
sich bald heranestellen wird, ist oben diese Theorie ans zwei nr- 
sprttnglich völlig getrennten Wurzeln erwachsen, welche auch noch 
lange, nachdem ihre principielle Identität wahrgenommen war, ein 
Sonderdasein fortfahrten. Auf der einen Seite hatte die anffallcnde 
Aehnlichkeit, welche alle auf Kreis und rechtwinklige Hyperbel 
sich beziehenden Sätze auf den ersten Bück erkennen lassen , da- 
zu geführt, den Begriff der trigonometrischen Linien und Verhält- 
nisse auch auf jene Curre zn übertragen , anf der anderen war 
man, mehr durch Aper^u's, als dnrch strenge Lo^k gelcHet, zu 
der Ueberzengung gelangt, dass in der hyperbolischen Trigono- 
metrie ein trefniches HOlfsmittel für die geometrische Repräsenta- 
tion des Complezen sich darbiete. Die eine Anffasanng hat in 
NetBtim, die andere in Cotes ihren Vertreter oder, richtiger ge- 
sprochen, ihren Vorläufer. 

% 3. BegrOndnng der Lehre von den Hyperbel- 
fnnktionen durch V. Riccati. Graf Vmceniio Riccaii, das 
hervorragendste Mitglied seiner mathematisch so bedeutenden Fa- 
milie, rechnet zu seinen zahlreichen Verdiensten auch dieses, die 
hyperbolische Trigonometrie als solche geschaffen zu haben, und 
zwar gleich in einer Ausdehnung, die sie fast ein volles Jahrhun- 
dert beibehalten sollte. Der Umstand, dass eben znr Zeit seines 
wissenschaftlichen Auftretens eine rationellere Bezeichnung der tri- 
gonometrischen Funktionen angebahnt worden war*), mnsste ihn 
bei seinem Beginnen natürlich erheblich fördern. Die Reihenfolge 
der einzelnen Riccaü'aeiien Arbeiten ist chronolo^sch nicht ganz 
leicht festzustellen, weil viele derselben bloB in den erst später 



*) Fortiti) nennt als denjenigen Mathematiker, welcher sich nm 
diese Reform besondere Verdienste erworben habe, den Petersbnrger 
Akademiker Friedrich Christian Mayer. Diess ist gewiss richtig, allein 
leider ist die Fassnsg des betreffenden Satzes keine ganz klare, nnd so 
kam es, dass in mehrere neuere Darstellungen diese Notiz in der Weise 
fibergieng, als habe sieh Mayer mit fibolichen Dingen beschäftigt, wie 
Biecati. Dass dem nicht so, können wir nach sorgfältiger Prllfong 
sSmmtlicher von Mayer in den Denkschriften der älteren Petersburger 
Akademie publicirten Aufsätze mit aller Bestimmtheit behaupten. Die- 
selben sind ausnahmslos elementar- trigonometrischer Natur. 
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EUBanimengeBtellten Stirn mel bänden EUgftnglich sind, ducii iässt sieb 
dieaelbe weni^tens theilweiBe &ub inDeren Orfinden errsthen. So 
ist eB deDD Behr wahrBcheinli cb , daaa die erat«n AiiflLnge noeerer 
DiBciplin io einer Abh&ndluog zu fiudeD Bind, welche von den 
Wnreeln der GLeichnngeu in gewissen F&llen tuuidelt: ,^ qua- 
rnndam aequBtionum r&dicibnB diasertaüo m&thematJca" 16). Der 
erste Theil derselben beechtlftigt sich mit solchen OleichDugen 
höherer Grade, welche eine AuflCsung in gescltloBsenen Ansdrflcken, 
nach Art der C^rttot'sohen Formel, salusen, der zweite aber be- 
ginnt gleich 16) mit folgenden charakteriatiBohen Worten: ^tr 
analogiam siona, et oosinnB ex circnlo tradnci poasnnt ad hyper- 
bolam seqailateram.** Fflr den hyperbolischen Sinns nnd Cosinna 
werden 17) die Bezeichunngen Sh.q) Und Ch-g> in Vorschlag ge- 
bracht, wogegen dann coQseqaenterweiae die gewSlmlicheii oder 
„eirculftren" Grandfanktionen dnroh Scgo nnd Cc. g> bezdchuet 
werden. 

Riccati begndgt sich Dicht damit, diese Neaemng in allge- 
meinen Zügen skizrirt su haben, sondern verwerthet dieselbe ancb 
sofort praktisch und leitet zu dem Ende eine grössere Ansahl von 
FundlimentalB&tzen fUr die neuen Gebilde ab. Seine Methode ist 
eine geometrisch-constmirende. Um dieselbe an einem prägnanten 
Beispiel za «rläntern, theilen wir nachstehend seinen Beweis ffir 
die bekannte Summen- und Differenzformel in aller AnafQhrlichkeit 
mit. Es Bei (Flg. 4) CB = Ch.fp, BE-^Sh.^, CD = Ch.x, DF 
— Sh.yc, CM— Ck.9> + x, MN c 
= Sh.g^+x. Flllen wir aoB A, 
E, F, N resp. die Lothe AK, EG, 
FH, HP auf die eine Asymptote 
und verUngern die einzelnen Sinus- 
lotbe bis zn ihren Durchschnitten 
mit dieser Aaymptote in J, L nnd 
Q, so haben wir, wenn auch noch 
CA=^r gesetzt wird '), 




*) Ea ist flonderbsr, duB weder RiccUü noch die mdsten seiner 
Zeitgenossen sich erlaubten, die reelle Halbaxe r lur Vereinfachung = i 
in setzen, wie dies doch schon Merctttor (b. o. % 2) gethair hatte. Frei- 
lich beherrschte dieser schwerflUIige Uena Iris in die neueste Zeit hinein 
anoh die oykliache 'IVigonomebie. 
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{; 3. BegrttndatiK der Lehre von den Hyperbelfnnktioneii. 

EJ^CH.tp — Sh.tp, FL'^ CH.x — Sh.Xy 
^'Q^ Ck.p + x — Sh.tp+x, 
CK- ^, GJ - ejtlzjüji, HL - '"'■'-J"-' , 
Ck.<p + x — Sh.fp + x 

l/ä ' __ 

(77=^/2 CA. 9), GL = \fi Ch.x, CQ=\fi Ch.tp + X, 
pg _ g.y + Sft.» p^_ CT.J + M. :» 

~ 1/2 ' " 1/2 ' 

~ 1/2 

Nun besteht, wenn der dritte Sektor wirklich gleich der l 
der beiden anderen Bein Boll, die Proportion 

CK:CG=-CH:CP 
oder, nach Einsetzung unserer Werthe, 
_7^ _ Ck.<f>->rSh.tp _ Ch.x + Sh .x _ C/i.g)-i- x + Sh. ^+x 
1/2' 1/2 ~ 1/2 ' 1/2 ' 

woratts 

Dividirt man mit dieser Gleichung in die Bedingungsgleichnng 
(Ch.+ 63t.) (CA.— SA.) — r», 

80 folgt 

Ch.^+x — Sh.g> + x = - {Ch.9 — Sh.g>) (Ch.x — Sh.x). 
UemgemHes erhält man durch Addition und Subtraktion besiehnnga- 



2 Sh.^ + ji= - (^.g>.Ch.x+Ch.g).Sh.x). 

Riccati lehrt diese Formebi auch auf' beliebig viele Snmmanden 
erweitern. 

Im weiteren Verlaufe dieser grundlegenden Arbeit wird auch 
die Auflösung der kubischen titeiohniigen vorgenommen. Von die- 
sen heia&t es sam SchlosBc: „Quae dieta sunt de nosttis aeqoa- 
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tionibus, compicctuntiir aeqnationea omnea tertii (i^adHB, quac ut 
noBtro canoni Babaint, nihil reqairitor aliod, niai at careant secundo 
termino. Haoc autem conditio semper obtiiieri poteat. Quamobrem 
aequationea omnea tertii gradua reaolventur per dtviaioDem arcus 
circal&ris, ant logarithmi aoalogi in partes ties; sen Bi ad con- 
atrnctionem geometricam roaviB aocedcre, per diTiaionem arcna in 
tree partea, aut per inventionem dnarum mediarnm proportionalinni 
inter dusfi dataa. Qnae antcm aeqnationsB altioram gradaum si- 
miti metliodo rcsolvaiitur, opuacolant hoc planimisae declarat.'* 
Riccati reohnot liier die Theilnng einea Logaritbmen oder, was 
daeaelbe aagt, einea Hyperbelsektors als gleicbbedent«nd mit der 
Lösung dea deliachen ProblemeB von den ewei mittleren Propor- 
tionalliuien ; beide Aufgaben fahren eben auf die reducible Cardati'- 
acbe Formel, welche nur mit Hfllfe der Hyperbelfnnktionen gonio- 
metrisch eingekleidet werden kann. 

In Beinen „Epistolae treB, in (tnibtia aeqnationea aliqnae dif- 
ferentiales evolTuntur per aeriea" 18) entwickelt Riccati gewiaae 
Verallgemeinernngen der gewöhnlichen Hyperbelfunktionen, auf 
welche vir im IX, K&pitel dieses Bachea eingehender zu sprechen 
kommen worden. Ausserdem aber treffen wir hier n. a. 19) auf 
folgende Relation {a reelle Halbaxe): 

jll 1/8 yt ,,A 

Ch.u + Sh.u = a + u+- • 

Ganz enge an die erstgenannte Äbbandl^ng achlieast aich eine 
apätere zweite an, deren Tendenz hinreichend aua ihrem Titel 20) 
erhellt: „Epistola in qua eshibetnr forronla generalia aequationnm, 
quae radicem habent cardanicae stmiiem, atqne cnjuB ope formulae 
aliquot in trinomia realia reaolvuntur, et cotesianum theorema de- 
monatratur." Für dieee Gleich ungaformen, mit denen aich, anachei- 
nend ohne Kenntniaa dieaer ÄnfSnge, aucli neuere Gelehrte mehr- 
fach befasat haben, wird folgende Regel gegeben ; Je nachdem die 
Diakriminante 6^ — 4a'So auaMt, haben Hjrperbel- oder Kreis- 
funktionen zur Anwendung zu kommen 31). 

Eine andere Anwendung, welche Riccati von den Hyperbel- 
fiinktionen macht, fflhrt una auf ein Gebiet, dem wir wegen aeinea 
Überaus groaaen Intereaaea hidbei- ein eigenee Kapitel (das VI.) 
gewidmet haben. An dieser Stelle kann aonach lediglich das rein 
Historische vorweggenommen werden. Daviet äe Foticenex (s. u. 
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§ 3. Begründung; der Lehre von den Hyperbelfanktionen. 1 1 

§ 5) hatte den Sstz vom Parallelogramm der Kritfte anf die Lo- 
sung der Funktionalgleiebnng 

znrirekgefaiirt nod xngleicb behauptet, derselben gentige einzig die 
IiÖBung F{x) -= cos X. RiccaH nun tliot dar, daw es noch eine 
andere Lösung gtbe, die für das vorgelegte Problem freilich sinn- 
los erscheine; aaeh Sof x, sagt er22), gentige der Forderung 
(vgl. Kap. VI. § 2). 

Der Beweisgang ist der, daes mit Zugrundelegung einer hypo- 
thetischen Auflösung durch eine Reihe unzweifelhart richtiger und 
dsEu umkehrbarer Schlttsse die Gleichung der gleichseitigen Hy- 
perbel gewonnen wird. 

Auch für die Infinitesimalrechnung wueste Riceali seine neue 
Erfindung nntibar zu machen. In einer Studie mechanischen In- 
halts integrirt er die IMfferentialgleichnng 

Z(fc' =»= r'^ddz 
folgendennasaen 2S) : 

z~ A,Ch.s-\-B.Sh.s. 
Systematiacber wird der Gegenatknd in einigen speziell diesem 
Zweck gewidmeten offenen Briefen behandelt24); insbesondere ist 
dort von den IMfferentialen der Uyperbetfunktionen die Rede. 
„Vocato sinn toto = r, arcu ant logarithmo analog0'~9', valot 
aequatto 

C.y.fJS.y — 5.y.dg.y ^ 

qnae eodem modo vera est cum in arcubuB tum in log&rithmis, 
cum in sinibus, et cosinibns oircolaribua, tum in hyperbolids." Es 
ist dieaa also eine ganz allgemeine Bedingungsgleichung für jede 
Art goniometrischer Funktionen; der Beweis der Kchdgkeit wird 
direkt blos itlr die Hyperbelfanktionen geführt; für die Kreis- 
funktionen ergiebt sie sich per analogiam. Aus der Identität 
Sh,tp-\- Ck.ip Sh.m p + Ch.nip 
Ch.^ + Sh^ "" Gh.n^ + Sh.n^ 
wird dann in sehr netter Weise gefolgert 



■ — ^ ^j - ■= Ch.mp + Sh.n^. 
Weiter werden Rednktionsfonnetn entwickelt für 
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Besondere Beachtung sber verdient die 25) mittelst geo- 
metrisolier Betrachtnng«ii geleistete AuBwertliung des lotegraleB 

flUujnB formnUe iategratio exbibetnr a sectore circulari diviso 
per ■ 



. seu arou circulari, onjus tangens ^ Sh.g>. Quare radio 
Fig. 5. 



jra — r (Pig. 6, a. 0. 6.) 
descripto circnlo HML, 
duotaque tangente, in ea- 
que Becta BJ = DF = 
Sh.<p, agatnr KMJ, orit 

/ ■ rdy 
■^ CA . ?) ' 




i.HKM 



— äjK*) 



Wer endllcli die grosse Gewandtheit, mit welcher Riccati die 
Uyperhelfnnktionen bei irgendwelchen analytischen Untersuchungen 
zn rerwerthen wnsste, vollständig schätzen lernen will, muBB die 
Abhandlung über die Integration der EsponeotialgrSBBen26) stn- 
diren ; fflr die Theorie selbst erscheint dieselbe minder belangreich. 

Wir können von Riccati nicht Abschied nehmen, ohne seines 
gleiehstrebenden Zeitgenossen, des Abtes Saladmi, ErwUhnnng zn 

i&lytiBcb, wenn e = — — gesetzt wird, 
:— 2arctaDg3.'--— 2arc tangf— e | 



*) In der That findet man 



= arc taug - 



ist. so folgt, da — arc tang «jr— = arc tang 6hi ^ — j"! sohlieBBlieh 
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§ 4. De Hoivre; Darlet de FonosDez. 13 

thnn. Barsotii wenigstens nnd Fortiü) nennen diiwe beiden 
Namen nebeneinander; wir freilich rnttssen gestehen, slmmtliche 
uns zugängliche BelbstatBodige and aksdemisuhe Scbriften Sala- 
dmi'a ohne eigeiitlichea Kesnllat fBr unseren Zweck durchgesehen 
zu haben. 

S 4. De Moivre; Daviet de Foncenes. Nachdem wir 
in Riceali den eigeatlicheo SchOpfer der neuen Theorie, wenig- 
stens unter dem geometrischen Gesichtspunkt, kennen gelernt 
haben, verfolgen wir auch deren rein analytische Seite bis zu 
ihrem Ursprung hinaut Hier ist es Moivre, dessen Initiative die 
Fortschritte der nächsten Zeit zu allererst zu danken und, wie 
diesB auch von veracbiedenen Historikern bereits anerkannt ward. 
So sagt z. B. Montacla bei seiner Besprechung des Cotet'tahefi 
Lehrsatzes 38) : „II fandroit nons plonger dane Im d^tails analy- 
tiqnes peu compatibles avec la natnre de cet ouvrage, ponr donner 
id une d^monstration de ce beau thtoröme. Nous remarquerons 
seulement qne H. äe Moivre la d6dnit d'une belle propriätä des 
sections coniqnes dont il est anssi rinventeur, et dont il tire par 
une m€me 6qnation le rapport des ordonn^es qui conviennent k 
des sectenrs multiple l'nn de l'autre dana l'hyperbole, et celui 
des eosinos de denz sectears ou arcs sembablement mnltiptes dans 
le oercle; ce qui ätablit ane curieuse e£ singnliöre relation eotre 
le cerde et l'hyperbole, ou entre les arcs de eercle et les loga- 
rithmm." Schärfer kennzeichnet Hofted^) diese „merkwürdige 
nnd eigenartige" Beziehung z wisch es den beiden Mittelpankts- 
curven. 

Moivre giebt uns selbst Anfachiusa Fl?- ü- 

Ober den Gedankengang, welcher ihn bei 
seinen bezüglichen Forschnugen leitete; 
seine Worte kntlpfeu an Fig. 6 an 30): 
„Inennte Anno 1707, vel aliquanto ci- 
tins, ipse mihi Problema seqnens solven- 
dum propoBueram. In Hyperbola Aequi- 
latera AH, cujus Centrum C, vertei A, ^^__ 

Seioiaxis CA aequalis unitati, ducta ad C p a 
Axim ordlnata DE cui competat sector hyperbolicua ACE, inve- 
nire ordinatam GH, cui competat sector hypercolicns ACH, in ea 
raUone ad priorem quae est n ad 1." Moivre setzt nun />£"■= y, 
H6=^v und findet die Relation 
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l/' 



^'l+i« 



-11/' 



\/l + w 



Nuo aber schUesBt er: Da die Kteisgleicboog «ob jener der gleich- 
Beitigen Hyperbel hervorgeht, sobald man y an die Stelle von yi 
setzt (wo t -=■ l/ — 1), so wird die nämliche Substitution den obigen 
Satz Ober die Theilung der Hyperbel auch in einen äquivalenten 
Satz ans der Lehre von der EreistheiluDg itberfahren. Thatsäch- 
licb ergiebt sich auf diesem Wege fOr zwei entsprechend gelegene 
Ereispunkte, deren Ordinaten yi und vi sind, 

{]/i—yy + yif — [/l—w -t- vi. 
Versteht man unter / den dem Pnukt yi, unter t' den dem Punkt 
vi entsprechenden Centriwinkel dea Einheitskreises, so maiia der 
VbrauBsetaung infolge t' — nt sein, and es nimmt die zuletzt an- 
geschriebene Gleichnng ersichtlich die bekannte Form an: 

(coB ( + i Bint)' = coB fl/ + i sin «(, 
während, wenn t den analogen Flltchenranm tta die Hyperbel 
bedeutet, Moivr^s nrBprttngliche Gleichung so geachriebeu wer- 
den müBBte: 

{IIo(T-f@inr)" — (Eof nr-f-Sinnr. 
Es ist also, wie gar nicht entschieden genug betont werden kann, 
das berühmte Moivre'athe Theorem ein ganz unmittelbarer Aus- 
fiusB der damals eben znerst zum Durchbruoh gelangteu Erkennt- 
nifls, dasB jede für den Kreis gelOste Aufgabe bei entsprechender 
Vertauschung des Reellen und Imaginllren auch ohne Weiterea 
^ue für die gleichseitige Hyperbel gültige LOsnng in sich schliesse, 
und umgekehrt. In dieser Erkenntniss nehmen wir die erste reife 
Frucht der Keime wahr, welche dereinst Albert Gtrard in seiner 
berühmten Abhandlung Aber die Gleichungen 31) ausgestreut*) und 
Cartesius wenigstens gepflegt hatte 32). 

*) Girard betrachtet im sweiten Satze seines AbsehnltteB „des 
^nations ordonnöes" die Qleiobung 

a:' = 4a:— 3 
und giebt als deren Wurzeln aa: 1,1, —1 + 1/2,— l—il/l Hier ist 
schon hUchst bemerkenswerth, dass er lUe gleichen Wurzeln nicht, wie 
damalB Üblich, zusammenwirft, sondern trennt; es scheint ihm eiae 
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Was Ittoivre DUr angedeutet, du führte Daviel de Foncenex 
weiter aas, ein sarditiiBclier UatLematiker , deasen ÄrbeiteB ünen 
lebhaften and originalen Gekt bekunden wttrden, wenn man nur 
immer genau wilBBte, was von ihm selbst, was von seinem grös- 
aeren Frenade Loffrange herrflbrt. Wir werden im VI. Kapitel 
diesem sonderbaren Verliältnisa weiter nachzugehen haben, fon- 
cenexZ^) also denkt sich nm den Mittelpunkt Flg. 7, 

C (Elg. 7) einer gWehsatigen Hyperbel einen 
letstere in dem einen ächdtelpunkt Ä berüh- 
renden Kreis beschrieben; von A iUlt er auf 
die eine Asymptote die Senkrechte AB, von 
dem willkflrlichen Punkt P der Hyperbel resp. , 
auf Asymptote und Axe die Senkrecliten PQ I 
and PM. Die Gerade PC schneidet den Kreis 
in p, und es sei pm I PM gezogen. (Die Textflgnr ist falsch ge- 
zeichnet, indem daselbst p Dicht am Darchschnittspunkt, sondern 
an jenem Orte steht, welchen wir in unserer Reproduktion der 
Figur durch p bezeichnet haben). Sei CA =^ r, CM — x, PM = 
y, dann ist für die Hyperbel 

BbeuBO sei fQr den Kreis Cm=x, hingegen mp ^ ¥, so ist 
nnnmehr 

somit 

y = iy, 

d. h. w&hrend die Absciasen stets reell bleiben, sind die Ordinaten 
für alle Kreispunkte reell, ftlr alle Hyperbelpunkto Imaginär in 
Rechnung zu bringen. Fahrt man fQr die eorreapondirenden 
Punkte p und P resp. den cyklischen nnd hyperbolischen Sektor 
90 nnd g)i ein, ao aind die obigen Angaben über das Verhalten 
der Abseisaen und Ordinaten folgendermassen zu formuliren; 
008 Q) = l£of9>i, sin 9) ■= — i ©inyi. 



AbBQng davon vorgeschwebt zu haben, dus Jeder Oleichnng n ten Ora- 
des n Woiseln znkominen. Die oomplexen Wonelwerthe weiss er hUofast 
originell zu rechtfertigen: „On poumjc dire: A quoi aert ces solntiona 
imposaiblea? Je repoads: Pour trois choseH: ponr la certitude de la reigle 
gänörale, et qn'il y a point d'antrcB eolutione, et pour aon ntilitä." Im 
Wesentlichen gani iineere moderne Art nnd Weise , die Beohnung mit 
complesea Zahlen zu begründen. 
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Diese beiden Wahrheiten waren also bereita Foncenex bekannt, 
wennschon wahreoheinlich nicht so klar, ala sie uns Spftteren er- 
scheinen. Wenigstens ist sein eigenes Enoncä noch etwas unbe- 
stimmt gehalten: „Or 11 est ctair qae si denx oonrbes ont ieurs 
ordonn^es dans nne raison constante, les aires seront dans la 
m€me raison, anasi bien qne les aectenrs qni seront fonnäs par 
des lignes tir^es de l'or^ine commune des abscisaes k ehaqite 
point de conrbes: pniaqne ces seotenrs ne difßrent de leurs aires 
qne par des triangles de bases Egales et qni ont lenrs hantears 
dans la mSme raison des ordonnäes." 

Diese Unklarheit rftchte sich insofeme, als Foncenea^ Auf- 
fassung des Imaginären WiderspiOche hervorrief, welehe nicht so- 
wohl das Wesen der Saehe, als vielmehr die Form der Daistelliuig 
trafen und somit leicht bitten rermieden werden können. Da wir 
aber durch Verfolgung der an Foncenea^ Arbeit sich knttpfenden 
Polemik auf ein ganz anderes Feld gefahrt werden, so wollen wir 
diesem Gegenstände eine znsammenhängende ErOrterung zu Theil 
werden lassen. 

§ Ö. Streitigkeiten über die Fnnktionen complezen 
Argumentes. Wir haben es hier mit der berUhmteu Controrerse 
zu thun, welche dereinst zwischen Leibniz und Johann BemouiU 
betrefib der Logarithmen negativer Grössen sich entsponnen hatte. 
Bekanntlich sog sich dieselbe mehrere Jahrzehnte lang fort, be- 
schäftigte die angesehensten Mathematiker des Jahrhunderts nud 
fand sogar in Thibaut 34) einen Speiialbistoriker. Natürlich wer- 
den für uns blos jene Momente Interesse bieten, durch welche 
anch die Geschichte der Hyperbelfunktionen direkt oder indirekt 
beunfinsst wird. Wir bemerken noch, daaa die Versache eines 
Daniel BemouUi, Fagnano, D'Alembert, das Imaginäre sich zu- 
rechtzulegen, von Montucla 35) übersichtlich beschrieben wor- 
den «nd. 

Der schneidigste Gegner von Foncenex war VAlembert. In- 
dem er sich überhaupt gegen die Leibntz-JSuler'BdiB Interpretation 
des Aasdmokes log ( — a) erklärte, bemängelte er insbesondere auch 
die geometrische Versinnlicbang des Imaginären durch Hyp^i'bel- 
sektoren und tadelte heftig den von Foncenex iVit die wichtige 
Formel 

9» — ■ log (cos 9-{-i sin tp) 
gegebenen Beweis. Derselbe sei 36) geführt „ai d'nue uianiere 
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nette, ni d'une maniere esacte, d'nne toauicre nette parce que qi 
est alon imaginäre, et qa'on n'a poiot d'idäe nette de la valenr 
d'an arc de cercle imagiDaire 9), ni par consäqnent de g>]/ — 1; 
d'ane maniere esacte, parceqne, comme il r^pond nne infinite 
d'ares drenlairea räelB k cob9)<1, il pourroit de nißme r^pondre 
nne infinite d'arca de cercles imaginaireB äco8 9>>l, an lieu qne 
x'>l ne donne Jamals qn'nn seal eecteur hyperboUque, parce 
qne I'hyperbale est nne courbe infinie qni ne rentre pas en eile 
mgme." Man sieht hierana, dasa J/Alembert das Wesen der Hyperbet- 
funktionen Tollständig richtig erfasat hatte, nnd dasa lediglich die 
Schwierigkeit, die Hyperbel als eine im Unendlichen geecbloaeene 
Cnrve sich vorznatellen, ihn abhielt, jener Theorie auch thatsäch- 
licfae Berechtigung znzngeatehen- Statt dieaa zn thnn, scblieaat 
er vielmehr mit den Worten: „Ainü l'äqnation des aectenra hyper- 
boUqnes et cette des sectenra circnlalrea, Bont deux äquations 
absolnment s^par^ea, qu'il ne faut point ohercher k lier par ane 
ni€me ^uation." Diess' bezieht sich daranf, daas Foncenex als 
gemeinsame Gleichung von Ereia nnd gleichBeitiger Hyperbel diese 
erklärt hatte: 

ffAlembert nrtheilt als der starre Euklidiker, als welchen ihn 
auch manche andere seiner Publikationen kennzeichnet. Wir 
werden es ihm nicht heaondera verübeln können, d&aa er sich 
von dem Wesen der additiven imaginären Periode, mit welcher 
wir ans jeden Hyperbel -Sector verbnnden denken, keine richtige 
Voratellnng zu bilden vermochte, aber sachlich werden wir nicht 
umbin kOnnen zn erklären: Foncenex war, seiner unvollkomme- 
nen Darstellnngs weise ungeachtet, im Rechte, sein wiaBenschaft- 
lieh sonst weit höher stehender Gegner im Unrecht. 

Da Ersterer jedoch das BedflrfnlBa fühlte, sich gegen so ge- 
wichtige Angriffe zu vertheidigen , so liesB er seiner ursprüng- 
lichen Abhandlung eine zweite nachfolgen, welche za jener ge> 
wiaHrmassen einen Commentar bilden sollte. Seine Oegen-Einwttrfe 
grttndet er weniger auf die von uns angezogenen Aenssernngen 
Ifjilemberl'a, als vielmehr auf eine andere Stelle in dessen Be- 
weisführung, in welcher er denn auch wirklich deren schwächsten 
Punkt traf. Die Behauptung, jene Identificimng dea reellen Kreis- 
Sektors mit dem imaginären Hyperbel -Sektor beruhe auf einer 
ganz unzulässigen Nichtbeaclituug der Integrationsconstante, war 

OUnthsr, brpsrbol. li^nkllonan. 2 
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nicbt schwer zu widerlegen, und FonceTKx^^) durfte mit Fug 
schreiben: ,11 eat vr^ que Mr. D'Alembert attaqne le raiaonne- 
ment gtomätriqne anr lequel j'ai foiida U vMt^ de cette formale, 
psrceqne )'y suppose que lea ordonn^B du cercle ätant toujonrB 
lux ordonnöes de I'hyperbole canimel;l/ — 1 il en doit etre le 
mSme de lenrs Becteurs: il objecte qne U eonsUnte qu'on doit 
ajouter k l'une de cea int^alea, change U proportion de lenrB 
äldmeoB; miua il est viBible qu'on n'a point k craindre ioi un psreil 
iacoDT^uient, pulsque nouB exprimonB l'&re de cercle Bimplemeot 
par (f>, «t que rint^graüon de rhyperbole n'exige point de oon- 
stante." 

Die eigentliche Streitfrage hatte Im Jahre 1749 allerdings be- 
reits Muler ^6) mit den denkwDrdigen Worten gesehlichtet: „II y 
a toujours une infinite de logaritbmeB qui eouviennent ägalement 
k chaque nombre propoBä: od, b! y marque le logarithme du 
nombre x, je dis que y renferme une infinite de ralenre difKren- 
tee" allein beendet war dieselbe dadurch noch keineswege worden. 
Im Qegentheil werden einzelne Phasen dieses Streites in seinem 
weiteren Verlaufe- auch von uns noch zu verzeichnen sein. 

Unter den deutschen Mathematikern hat zuerst ffenceslaus 
Karsten die Foncenex'edbti Ansicht zu der seinigen gemacht, der- 
selben jedoch durch die ungleich correctere Fassung, welehe er 
ihr ertheilte , beträchtlichen Vorschub geleistet Im ersten Theile 
seiner umfassenden Studie 39) behandelt er die Angelegenbeit Mob 
theoretisch; der zweite 40) berftcksiebtigt auf s Eingehendste deren 
BntwickelungBgeBcbichte. Der Verfasser entnimmt derselben die 
volle Berechtigung, die Gleichungen 

z= ±\/l~xx, y = ±\/xx—l, y = z]f^ 
aufzustellen, wobei er unter y und z jeweils die Ordiuaten eines 
Punktes auf Kreis und conceutrischer gleichseitiger Hyperbel ver- 
steht, unter x die AbBcisse. »Alle Ordinaten des Zirkels sind uit- 

mitgliche Ordinaten der Hyperbel, weil z = i/ITi" "^ ±yl/ — 1 

ist Aber auoh umgekehrt, alle Ordinaten de r Hy perbel sind on- 
mOglicbe Ordinaten des Zirkels, weil y •^ z \J — 1 ist. Hieraus 
folget, dasB der Zirkel ein unmögbches Stück der Hyperbel aey, 
sowie die Hyperbel ein unmOgUchea Stttck des Zirkels ist" 41). 
Demnach ist auch 
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8ect. Absc. x = il{x + )/xx—l) = ]/~ 1 X Are. cob x, 
Sect Absc X = Sect. eoa x t/— 1. 

Dieas sind die bekannten Grundgleichungen, dnroh welche die 
Goniometrieen des Kreises und der Hyperbel wechselseitig mit 
einander verknUpft werden. Die letzte Oleicbung führt su ^er 
DefiaitJon42): „Die Zeichen Sect Absc, x, und Sect. cos x\/ — 1 
aiud nun äquipolleat*), denn eigentlich ist jetzt der Zirk elau a- 
Bchuitt unmöglich, und Sect. cos a; — — Sect. Absc. a;/ — 1." 

Einen ähulichen Standpunkt, wie Carsten, nimmt in der uns 
bescbftftigenden Sache der italieuiaohe Analytiker Ferroni ein. 
Aach er war üch bewuast, daaa Foncmex' AuffaBaung des Ima- 
ginären eine principiell richtige, wenn auch redaktioneller Verbes- 
serung sehr bedürftige, sei. Sein im Jahre 1782 der Welt ttber- 
gebeues Hauptwerkes), merkwürdigerweise von vielen Geaehicbt- 
achreibern übersehen und erst durch Barsotti und Forli wieder 
zur gebührenden Ehre gebracht, ist wirklich ein Bqpertorinm im 
t)eBteu Sinne des Wortes und verdient den Namen einea Organona 
der Transscendental-AnalyBi» mindestens mit dem gleichen Rechte, 
wie Dirksen'i späteres voluminösea Werk dieses Namens. **) Ina- 
besondere bemerkenswcrth ist es, dasa Ferroni nicht, wie ea meisten- 
tbeils geschah, von Betrachtungen Über die Natur des Complexen 
zu den Hyperbel funktionen sich leiten Uess, sondern im Gegenthelle 
diese letzteren au die Spitze stellte, auf sie die Analogie zwischen 
Kreis und Hyperbel begründete und so vorbereitet erst an die 
literarischen Kämpfe betreffs der Logarithmen negativer Gröaaen 
herantrat 

Nachdem die Hyperbelfunktionen aofort in ihrer analytischen 
Gestalt eingeführt sind 45) , dienen dieselben anch gleich zur 11- 
Instririuig des folgenden wichtigen 3atzes46); „lila vero omnia 
analyüco ocuU ictu intuenti constabit de mlrabill Analogia Formu- 



*) Hier tritt uns wohl zum erstanmale in der Geschichte diesea 
Dens Kunstwort entgegen, welebes dorch BeUaviUs seitdem fteilich einen 
sua anderen Sinn erhalten hat. 

**) Von ülteren Historikern scheint uns Ferronfä Leistung nur 

Murhard vüUig gerecht zu werden, wenn er sagt44)i „Dless mit unge- 
uieiuom Scharfsian und Gründlichkeit aufgesetzte Werk verbreitet über 
die Lehren von den ExponentialgrUBsen , den Logarithmen und über die 
bUhere Trigonometrie neues Licht." 

2* 
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ac , atqoe Coordinatae Hyperboiae Apotlonianae, eni 

Aeqnilateiae DomeD impoBuernnt Profecto ignorari Dequit Localis 
hnjusce cnrvae proprietas, qnae etatuit conetaatem, quipp« «äqualem 
Qnadrato Semilaterum Vcfbi, Reoti, CoDJugati, Differentiam iDter 
Quadratum ÄbacisBae cnjastibet a Centro super diametram in An- 
gnlo Äsf mptotico jucentem computaeae, et Qnadratum Semi-Appli- 
catae ad ipsum diametrnm, quod idem naper coQtiDui obBervavimuB 

tarn ,n [~^—) - [~r~) ' *>"•" '" [~^~) " 

1 1 ." Eb ist dieBB gewissermaBBeD die Bestitigung eioer 

Bemerkung, welohe achon weit froher, liei Besprechnng des 
Moivre'aehen LehrsatzeH, gelegentiicb gemacht worden war; es 
bieBB dort 47): „Äeqnationam latamm nativa genesis evidenter 
OBtendit mntuam ilUrnm Bimilitudinem, alternautinm signomm necea- 
Bitatem, et per antiqaam Trigonometriae HjpeTbolico-CircnlariB 
analogiam, qua omnium resolutio obtinetur pnuct« eodem temjHiriB 
perqaam facillima." 

Im Anscbloss an die obige Darlegung wird dann die geo- 
metriscbe RepräBentation der Hyperbelfunktjonen gelebrt48): im 
Vorübergehen wird später ancb49) die Gleichung 

Kof x+Sina;— e* 
alB richtig erwiesen. Auf Foncenex' Theorie kommt Fetroni zwei- 
mal zu sprechen, das eine Hai nur mehr vorbereitend 60), dann 
aber in einem eigenen Kapitel 61), welches den Titel fflhrt: „II- 
loBtraüo celebriB controversiae circa qnantitatnm negativarntn lo- 
garithmos." Von anderen Autoren eitirt der VerfasBer hier Sola- 
dt«i und Karsten. 

Welch' getheilte Eindrücke FerrotU'a kecke Manier, das Ima- 
ginSre mit dem Reellen anf gleichem Fusse zu behandeln, bei 
seinen Zeitgenossen, zunSchBt in Italien, zurücklless , darüber be- 
lehrt uns recht augeofälUg eine auaftlhrliche Recenslon aeinea 
Baches in einer der ersten vaterländischen Zeitschriften. Dieselbe 
stammt aus der Feder eines Ungenannten, kann sich nicht ent- 
halten, daB Viele Gute und Bedeutende des neuen Werkes rück- 
haltlos auzuerkcuuen, lAsst aber auch dnrchbUcken, wie schwierig 
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es sei, sich mit gewissen Qrandvorst«Unngen des Letateren zu 
befunden. Als ein weeentlicher Fortachritt, welcher diesen neuen 
Änsohiaangen zd danken sei, wird der bsEeichnet, daas nnrnnebr 
die Cnti der Analysten, der in-ednclble Fall, aufhöre, ein solcher 
zu sein 62); kurz vorher wird darauf hingewiesen 53), „qae come 
1* riguarda le linee trigonometriche circoUri, cos) 1^~' appar- 
tiene all iperboliche, e qnindi li rsdici dell' nnitit nel primo eaao 
immaginarie, divergono reali uel secondo, e reali in tal gnisa, 
che la forma a nnnn' altra inferiore in etegansa 

e 

intentendo al solito per P la semicirconferenza del oircolo e per 
C il numero che ha per logaritmo iperbolico l'nnitä" (nnser jetzi- 
ges e = 2,78. . .)• Dem gegentlber werden aber ancb gewisse 
Bedenken laut 64): „Tntte le possibile grandezze reali e positive 
8on comprese nella general potenca Z^ *"> il cui valore pienamente 
aiesprime da nn binomio trigonometrico, ove i senl retti e i coseni 
degli archi appartengono ad un circolo immaginario del raggio 1, 
eguaglianza incontrastabilc che non violeuta puncto lo spirito, ah 
strappa a forsa il consenso, ma ei rende anzi concepilissima col 
solo riflettere alia necessaria elisione degli immaginarj. Ora ae 
soll' asse traaverso dell' ipcrbola ApoIIoniana eqnilatera si de- 
scriva a tei concentrico nn circolo, k evidente que chiamando 
semiasse, si avra ae U' iperbo la j/ = -izVix ^ — 1), e d all' incontro 
nel circolo y = ± ]/(l — x^) "= ±l/(x* — 1) . / — 1; dal che pa- 
rebbe dorersi inferire che l'ordinate dell' nna e dell' altra cnrva 
Eon tra loro nelle conetante ragione di 1 : \/ — 1, ed ^ questa ap- 
puntu la base, su cui posa il vasto edüicio del commercio scam- 
bievole e delte simpatie qualitä del circolo e doli' Iperbola." Wer 
Bo geflissentlich, wie dieser Bericbteratatter , hervorhebt, dasa die 
Neuerung in keiner Welse „dem Geiste Gewalt authne", der be- 
weist eben gerade dadurch, wie schwer ea ihm selbst geworden, 
sich aus der alten Bahn loazareissen und in eine völlig nene ein- 
znlenken. 

£s w&re sonst auch nicht erkllrlich, dass noch immer wieder 
in BroBchflren und Abhandlungen auf die in allen wesentlichen 
Punkten zum Abachlnas gebrachte Streitirage zurückgegriffen 
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vnrde. Ans der Zeit Ferronfa sind z. B. zvei diesen Oegenstanfl 
behaDdelnde QelegenheitaBcbriften von Franckini&b) und CkildanibG) 
zu nennen. Aber noch im Jahre 1826 hielt es dei bocbbetagt« 
Calandrelli für nothwendig, an Beine faat ein Mens eben alter frfiber 
(1778) erscbienene Jugendarbeit wieder siiEnknflpfen, welche eine 
swischen VHtcenzo Riccati und Pessuti entstandone Fehde znr 
Grandlage hatte.*) Daa spätere Memoire 67) legt den ZusaromeD- 
haiig Kwischen Arons- und logarithmischen Fnnktioiien in einer 
den modernen Anaichten mehr entsprecbenden Weise feai 

Vielleicht erheischt ea die VoUatändigkelt , auch einen Ver- 
treter der Alteren, conservaÜTe ren Anschanung noch neben D'Alem- 
berl znm Worte kommen Zn lassen. Ein solclier ist der Bene- 
diktiner JValmesley, der die Begtimmang der Logarithmen will- 
kflrlicher Grössen nach seiner eignen, sehr Schablonen massigen, 
Weise abhandelt &9) und znlotzt sein Glanbensbekenntniss tn den 
wirklich charakteristischen Worten niederlegt 60) : rEn effet il 
paroit absurde d'^tablir une proportion entrc des quantit^s posi- 
tives et negatives, puisqne tonte proportion dopend de la gran- 
denr des quantitäs, et ne pent avoir d'antre objet Etre une 
quantit4 snbtractive, ou additive, c'est ime qnalil^ qni parte snr 
la composition des quantitäs, mals qni ne tonche poEnt k leor 
proportion, comme l'a remarquä le c^l^bre Hac-Lanrin. Dans 
nne proportion quelconqne on tkit la comparaison de dem gran- 
denrs, et non de denx qnalitäs, en sorte qne confondre et m6Ier 
CCS denx choses ensemhle, c'est qni ne sanroit €tre permis; et il 
ne räsnlte d'nne composition anssi beterog6ne qn'un tont imagi- 
oaire et impossible. C'est comme si qnelcnn vouloit comparer les 
volnmea de denx eorpa, et pretendait qn'on fit entrer dans la 
Proportion m6me l'idöe de leur density, de leur moUesse, ou de 
lenr pesanteur etc., absnrditä qni est tont k falt palpable." Hätte 

*) Diese neue Auflage des Foncenex-ß'JlemberCaehaa Stieites, an 
welcher der Letztore selbst sieh wiedernm betheiligt«, hatte eine ans- 
gedehnte Correspondenz zwischen ihm, Gtacamo Riccardi und Canterzani 
im Gefolge, von der eben In Calandrelifs oben genannter Schrift ans- 
flihrliohe Auszüge mitgetheilt worden sind. Jener Canterzani ist der- 
selbe Professor von Bologna, der in neuester Zeit wieder dadurch eiuiger- 
masaen in den Vordergrund getreten ist, dass FUrst Boncompagni einen 
an denselben gerichteten Privntbrief aufgefunden und als einen nicht 
sowohl des Inhaltes aU der begleitenden Umst^de wegen Interessanten 
Beitrag zur Zeitge schichte zum Abdruck gebracht hat 58). 
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diese schroffe Abneigung gegen All' das, wu ep&ter als Algorith- 
men- nnd Symbolrechnung eine so hohe Bedeutung gewann, den 
Sieg diToogetragen , es wäre mit den weiteren Fortschritten der 
Mathemktik schlimm bestellt gewesen. Immerhin darf nns diese 
Art iriHenachaftlieher Engherzigkeit nicht eigentlich Wunder neh- 
men; derselbe Bann, den freilich schon Leibniz's kühne Idee 
"einer Lagereehnnng oder geometrischen Charakteristik 61) sieg- 
reich dnrobbroohen hatte, lag auf Kästner, als er sich gegen die 
Existeni der Sternvielecke stränbte62), und liegt heute noch auf 
Manchem, der von der Nothwendigkeit hypercomplexer Einheiten 
and einer über der gewöhnlichen stehenden formalen Algebra 
nichts wissen will.*) 

Die auf die Analogie des Kreises mit der gleichseitigen Hy- 
perbel banrte geometrische Darstellung, welche wir in diesem Pa- 
ragraphen SU besprechen hatten, ist verschieden von jener, welche 
sieh in späterer Zeit das Bürgerrecht in der Mathematik errang 
nnd, historisch nicht ganz mit Recht, den Kamen der Gattss'adben 
tiigt Gans unbekannt war diese letztere auch in dieser früheren 
Periode nicht, denn gerade um die Mitte des Jahrhunderts bereits 
hatte AuAn64) den Verauch gewagt, die complexen Zahlen mit 
den Punkten der Ebene zu identificiren. Allein Niemand acheint 
es fOr erforderlich erachtet zu haben, Ewischen den anscheinend 
so weit von einander abweichenden Interpretationen von Foncenex 

*) Han kann sich von der Verschiedenheit der Gesichtspunkte, 
unter welchen sich je nach den veränderten Zeitverhältnissen ein und 
dieselbe Sache darstellen kann, nicht wohl ein klareres Bild verBcbaffen, 
sla wenn man Walmesley'i AenaEernngen mit einigen Stellen eines Vor- 
trages in Pwallele stellt, welcher seiner Zeit von Unverzagt bei der 
3!. Veraammlnng deutscher Philologen and Schnlmünner gehalten wurde. 
Der Bericht sagt darüber 63): , Nachdem Redner nach der grossen Ver- 
wendbarkeit der Samilton'Bcbtii Quatemionen erwShnt hatte, wies er 
darauf bin, wie man eich die Biqnatemionen erweitert denken ktlnne; 
indem man eich nSmlich die Strecken b nnd a noch von verschiedenen 
variablen GrBssen, Temperaturen, Farben oder elektrischen Strömen 
n. 8. w, affloirt vorstellte, wordnrch diese eigenthUmlichen Zahlgebilde 
SU Triqnartemionen a. e. w. werden könnten.* Ein gut Theil von dem, 
was ffaimetley als eine IKcherliche Anforderung an eine mathematische 
Formel erklärte, leistet also bereits die Biquatemion als solche, durch 
welche awei beliebig und windschief im Räume gelegene Strecken mit 
einander verknUpfC werden, und dass noch mehr im That werde, dafür 
bürgt die gewaltige dieser Theorie innewohnende Entwickelungsfohigkeit. 
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UDd Kühn eiae Concordanz herzDBtellen , ja wir haben dea Letz- 
teren sogar nur ein einzigeBmal erwftbnt gefanden, nnd zwar bei 
Ferroni. Allein auch Er bat nicht sowohl Xühn'B Arbeit Aber 
das Imaginäre, als vielmehr deaaen oachgelasBenea vierbändigen 
Cominentar za Euler'i ,,Introduotio" im Ange, dem er Worte war- 
men Lobes widmet 66). Und doch hätte, sollte mao meinen, die 
Notbwendigkeit eines solchen Ausgleiches schon frühe eich fOhl- 
bsr machen mflseen; noch volle hundert Jabre spSter konnte z.B. 
Burhenne Q&) behaupten, es bestehe zwischen der tfou^f'schen Dar- 
stellung und jener, welche in den Hyperbelfnnktionen zum Aus- 
druck kommt, eine nnlSebare Diskrepanz, was allerdings thataäcb- , 
licji nicht gerechtfertigt ist. 

§ 6. L&mberi Was Riccati innerhalb bescheidener Gren- 
zen bereite angebahnt hatte, eine vollatindlge Systemisimng der 
Hyperbelfunktioneu , das leistete in einem grösseren umfange der 
treffliche und vielseitige Lambert Als Erfinder im eigentlichen 
Wortsinno wird ihn iklterdings Deijenige nicht gelten lassen, der 
sich uusciT, biBherigon Ausführungen zu eigen gemacht hat*), 
allein ibm bleibt nichtsdestoweniger ein grosses nnd selbstständigee 
Verdienst. Es sind zwei inhaltreiche Abhandlungen Lamberfi, 
welche wir im Folgenden zu analyairen haben weiden. 

Die Tendenz der ersteren von diesen ist an und fllr sich die, 
eine auch in neuerer Zeit noch mehrfach ventilirte Frage zum 
Austrag zu bringen, unter welchen Umständen i^mlich rationalen 
Bruchthellon des Ereisnmfanges auch rationale trigonometrische 
Linien zakoromen68). Nachdem diess im Allgemeinen erörtert 

') Wir haben hier mehrere neuere Schrif tute Her im Ange, insbeaoD- 
dere Chasles , der, naübdem er die VerworthuDg seines Principes „der 
znffilligen Relationeu" fUi' das GeoinetriBch-Imtunnäre aiiseinaDdergeeetzt 
hat, HO fortführt 67): „Wir fuhren noch in Bezug anf diesen Gegenatand 
den berUbiDteD Lambert nn, der einen gebr vorzüglichen und sehr nUts- 
lichen Gebrauch von den imaginären VerhältnisBen gemacht hkt, welche 
sich ans der Vergleichung der gleichseitigen Hyperbel und des Ereises, 
wenn heide einen gemeinschaftlichen Mitlelpunkt haben, ableiten. Er 
erdachte eine Art von hyperbolischer Trigonometrie, vermöge deren er 
reelle Auflüsungon für die Fälle fand, in denen die gewöhnliche Trigono- 
metrie nur imaginäre gab, und umgekehrt." Erdacht hat eben gerade 
Lambert diese Erweiterung der Trigonometrie nicht, aber gefördert hat 
er sie wesentlich, und als zweiten ülrfinder mag man ihn immerbin mit 
einigem Recht gelten lassen. 
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JBt, heiBBt ee weiter 69): nCompRrons maintenaDt Ige quantltäs 
traDBoendanteB ciiculüircB aux qnantlt^B logarithmiqueB qoi teur 
SDut analogaes." Hier werden Bofort die Relationen 



' 2. 3. 4 

■ufgeetellt, ana denen sich durch DiviBion nachstehende Ketten- 
brnchentwickelung erg^ebt: 



' 5:v + ... 
„HonBiear Foncenex eocore fait voir d'ime maniere trta ümple 
et tr^ directe, eomment eette affinit6 se troave on comparsnt en- 
Bemble le cercle et l'hyperbole 4quilat^re qui ont un m^me centre 
et nn mSme diamitre . . . HaiB ici il s'agit de voir joBqn'ot cettc altinit6 
pent ctre pouBS^ ind6peiidamment des qnantit^ imaginaireB." Die 
hiereu gehörige ZeicbDong iat Bo gehalten, dasB für einen von den 
nämltchen Radien eingeBchloBaeDen Kreis- und Hyperbel -Sektor 
Bämmtliche trigonometriBohe Liuien wirklich gezeichnet und dann 
unter einander verglichen werden. Sodann werden di^elben 
tabellarJBch gegenftbergestelit; die cyklischen Linien werden in 
der Tabelle dnrch lateinische, die hyperbolischen dnroh griechische 
Bnchstaben bezeichnet. „Comme l'augle g) est le m6me ponr 
l'hyperbole et ponr le cercle^ il suit qu'il est 

tang g) = d$:d^ = —dx:dt/ = ti:$ = y:x. 
Hieran schliesst sich der Satz 70): »Si tes tangentes qni r^pondent 
ä denx secteurB hyperhoUqnes sont rationellea, les tangontes qui 
r^pendent au eecteur €gsi k la somme et k la diSiärence de ces 
denx secteurs seront pareiUement rationelles." 

Fmcenex hatte, wie nns bekannt, zu zeigen versncbt, dass, 
den Begriff des Imaginären in seinem Sinne genommen, je ein 
zDBammengehOriger cykliseher und hyperbolischer Sektor sich na 
einander verhalten wie 1 zu y^ — 1. tambert mittelt diess Vor- 
h&ltniss auf aeine eigene, nur reelle Grössen zu HOlfe nehmende, 
Art und Weise ans. Die FlXoheninbalte der beiden Sektoren t>e- 
lOglich durch v und u ausdruckend, findet er 
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und erblickt hierin die indirekte BeBtfttignng der lUchtigkeit von 
Foncenex' VorKnssetznng. Die eigentliche Quelle allerdings 
dieser und noch so mancher anderen an&lytiBcb 'geometrischen 
Analogie wäre nach Lambert in einer generellen Theorie der 
höheren Irrationalitftten zu Buchen. 

Der vorläafig abechlieBsende letzte 3atz des Aufsatzes lantet 
71): „Je dis done qu'aucune quantitä traascendante circulure on 
logarithmique ne aanroit etre exprim6e par quelque quantit^ irra- 
tionelle radicale, qai ae rapporte ii la ni€me nnitä, et daas la- 
qnelle il a'entre ancnne qnantitä transcendante." 

Die neun Jahre spBter erschienene zweite Abhandlung 72) 
geht tiefer in's Detail ein ; man sieht ihrem VerfuBer auf Schritt 
nnd Tritt an, wie vertraut und geUnfig ihm inEwischen der Boden 
geworden war, den er dereinst nnr erst schflchtem betreten hatte. 
Auch hier wird wieder ein Spesialproblem gestellt, an welches die 
eigentliche Entwickelnng anknüpft. Soll nftmlich ans dem halben 
Tagesbogen tp eines Sternea, setner Poldistanz B, Zenithäistans 
des Poles C nnd dem Complement des Stunden wink eis a des Sternes 
höchste Ei-hebnng ff nber dem Horisont gefnnden werden, so 
bat man, wenn oi= 90° — a ist, 

sin /^^ cos ß cos ^ + sin B a!n C cos aj ^ sin B a'to C X 
(cotang B cotang C -H cos ^i)- 
Da aber cotang B cotang C einer bekannten Formel zufolge ~» 
sin g> und cos dt = un o, so wird 

sin ff ^' ein B sin C (sin 9> + sin a) 
= 2 sin /? sin C sin — — cos-— — . 

Diese Auflösung hat, strenge genommen, nnr dann einen Sinn, 
wenn der Stern aaf- nnd nntergebt; wird er circumpolar, so wird 
der Tageshogen imagin&r. So fasst wenigstens Lambert den Sach- 
verhalt auf, wenn er sagt 73): „Voilä donc ce qut m'a fait penser 
anx moyens de rendre 1« premi^re formule applicable, mgme dans 
Le oas on l'arc diurne est ima^naire. Ou stüt que des sinus 
imaginaires deviennent des qnantit^s reelles qnand on les trang- 
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fere ä Thyperboie. II s'agiBsoit donc d'exaiDiiier de qaello mo- 
niere leB fonctions IiyperboliqneB aD&logues anx fonctions circn- 
lairefl penvent ßtre miBea en uaage danB la Trigonometrie, et queh 
sont leB avantitgfls qui cn i-^nltent, Burtont lorsqu'il s'agit de cal- 
culer des TableB enti^rea. Voici ee qne j'ai trouvä k cet ^fard. 
.... Oomme il est (Fig. 8) 

(7p = Ci> = sec 03, pq^pQ = lang m, 
DO Toit qne lea cosinua et sinns hyper- ^^' ' 

boliquea penvent tonjonra Stre regar- 
d6s comme des s^oantes et tangentes 
circnlaires, et qne r^ciproquement, au 
lieu des e^cantes oa tangentes circn- 
iKii-es, OD peut Bubatituer lea coainus 
et sisus byperboliqnes. De Ut il Buit 
encore qne les B^cantea et las tangentes circulaires penvent Stre 
regard^s comme des ccainns et sinus circulaireB, et r^ciproqnement. 
Et comme c'eBt il cela qne se r^dnit I'nsage de l'angle PCQ, je 
ponrrai le nommer l'angle de commutation, en emprnntant ce 
tenne de rAstronomie, on bien l'angle ti'anBcendant, parce qn'en 
effet c'est cet angle qni nous fait passer dea fonctjona cironlaireB 
anx fonctions byperboliqnes. Quant k l'angle qCO = rp, je le 
nommerai l'angle commnn simplement, par la riüson rapport^e ci- 
deaauB." In dieser Eittfdhning des gemeinsamen und dea trans- 
scendenten Winkels liegt nun wirklich ein entschiedener Fortschritt, 
der weit über das von Riceali innegehabte Niveau emporfflhri 
Inabeaondere wird dsdurch eine bequeme Bchematiscbe Znsammen- 
Btellung der wichtigsten Eigenschaften der neuen Fanktionen er- 
mSglicht 74). 

Die Beispiele sind fast ausschliesBlich ans ^' ' 

der sphärischen Trigonometrie hergeholt. Ea 
ist z. B. in einem Kngeldreieck Seite B und 
anliegender Winkel c gegeben; man soll eine 
Tafel coDStmiren, welche für jeden WertU von 
c den anderen anliegendeo Winkel (t liefert 
Uan hat allgemein 

^n B cotang ^ «= cos B cos c + sin c ootang i 



„ — = tang B cotang^-i coscc c — cotang c. 
0,0!, B 



cotang a 

t:— == tL.._„ _ . . . „ 
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Nttn Betet Lambert 

lang B cotftng.4 = tang A; c ■= 90® — C. 
AlB^ann wird 

-^^^^-UngÄaecc~U«gC, 

oder, wenn k der gemeinschaftliche, c' der traRBScendente Winkel, 
und „les aecteora hyperboliquea reepondaDS A:,}''* 

dol * ^^^'^ — ®t« A «Df )-— «of k Sin /, 

COBff _. „ 

cotang a — -^^ ®tn (A— /). 

„De cette mant^re le cnleat est r^duitc Ji uoe senle analoge*), 
on bien k la simple addition du logarithme de 

cos B 

cobM 
au logarithme variable de sin A (A — y)." 

Zur Algebra wird nur die Bemerkung gemacht, dass ebenso, 
wie i^r die imaginäron Wurzeln einer Qleichung der Satz gelte, 
sie seien als Faktoren in der 'Form 

x* — 2 ax coB a + a' 
enthalten, so ein Gleiches fOr die Form 

betreffs der reellen Wurzeln Platz greife 75).**) 

Die Abhandlung gewinnt ihren «e auszeichnenden hohen 
Werth besondere noch dorch den Umstand, dssa mit ihr eine 
Tabelle der Hyperbelfunktiooen verbnndeo ist; dieselben hören 
damit xnf, ein blosses Phantasiegebilde der Analytiker zu sein, 
und werden der nnmeriechen Rechnung dienstbar. Die Tabelle 
schreitet von Grad zu Grad des das Fundamental ■ Argument dar- 
stellenden transscendenten Winkels fort und weist neun Spalten 
auf, deren Uebcrschriften jeweils die folgenden sind : „Angle trans- 

*) ävuloyiu bedeutet bei den alten Mathematikern so viel ^s Pro- 
portion. 

**) Es braucht kaum daran erinnert zu werden, diu dieser Paralle- 
liamus kein vollatSndiger ist, insofeme im eraluien Falle die Vereini- 
gung Dur auf EiDC Weise, im anderen dagegen mi sehr viele verschie- 
dene Weisen erfolgen kann. 
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cendant; Sectear hyperbolique ; Sinns hyperbolique ; CosinoB 
hyperboliqne; Log du aiuus byperboUqne ; Log du ooBiaiu hyper- 
boliqae; Tangente de l'angLe commun; Log tang de l'uigle com- 
mon; Angle eomman." 

Ganz Shalich ist die Tafel eingerichtet, welche Lambert un- 
gefähr nm die gleiche Seit seinem gräaseren TafeLwerke einver- 
leibte; sie nimmt in demselben den sweiunddreiBsigaten Platz 
eiQ76); Aendernngen sind gar nicht angebracht, anaaer daaa die 
fransdai sehen Columnentitel in lateinische amge wandelt worden. 
1d dem von der Auflösong der Gleichungen handelnden Abschnitt 
findet man eine gedrängte, aber abgeschlossene und ausreichende 
Theorie der neuen Funktionen. Ausserdem räumt der Verfasser 
hier den kubischen Gleichungen einen Ehrenplata ein. Von der 
Qleichung 

2* — az — b 
ausgehend, bespricht er deren goniometrisebe Auflösung mittelst 
der Hfllfsgleichnng 

cos S «> -= -r 

r» 

und bemerkt, daaa diese fflr r^<ib versage. ,Denn da kein 
Cosiuna grOsaer ata der Ualbmeseer, der hier — 1 ist, seyn kann, 
10 riditet mau mit der Trisektlon eines Cirknlbogens nichts ans. 
Hingegen kann man allerdings mit der Trisektion eines hyper- 
boüBehen Sektors etwas ausrichten, wml der hyperbolische Cosiuna 
immer grjtsser als 1 isL Daher iat auch in dem sweiten Fache der 
Tafel der Ausdruck ib:r* mit einem hyperboUseben Cosinus ver- 
glichen" 77). Aach von den biquadratiaehen Gleichungen werden 
ivei Gattungen mit Hyperbelfnnküonen behandelt; ist i. B. , fUr 
12 Oa*, 

x*+ax^+bx—C'^0, 
so wird 

3a^— 36 c Z ' r 

gesetit, und man bekommt ao 

z=—r @in 0», I 
Die aehtzehttte Tafel endlich euth&lt eine Liste der fUr die Fraxia 
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wichtigsten GrondformelD der hyperboliBchen Qoniometrie , deren 
zwaneig r«giatrirt werden. Di« Schreibweise ist s. B.: coe. hjp. 
CO = ooB. beoTJ). 

§ 7. Nach-Lambert'ache Pariode, Sanri. Wir fünd 
im Verlanfe nsserer Erz&hlnng dem Ende des achtzehnten iahr- 
hnnderts Biemlich nahe gekommen.*) 

Damit hat anch die Weiterentwickelung der nna beschüfti- 
genden Theorie einen, glUeklieherweiae nur vort&nfigen, Abschtuas 
gefunden, denn nach Lambert sind wir innetliatb des laufenden 
SftenlnmB nur noch einen einzigen Gelehrten zn nennen in der 
Lage, der die Hyperbelfnnktiouen zn Bchiteen und za verwenden 
verstand. Ee ist Sauri, Verfasser eines sehr vollständigen Com- 
pendinms der niederen nnd hsberen Mathematik, welches trotz 
verschiedener Vorzüge keine grosse Verbreitung erlangt zn haben 
scheint. Sauri hat die Infinitesimalrechnung der goniometrischen 
Funktionen planmäs^g betrieben und dabei auf strenge Parität 
zwischen den Kreis- und Hyperbeifnnktionen geachtet. 

Er kommt auf die letzteren erst zu sprechen bei Answerthnng 

des Integrales 

J']/a'±x^ dx. 
„Solt lliyperbole equilatere AM dont le centre seit C, le demi- 
axe AC '^ a, que nous appeions le sinus total ou le rayon par 
Analogie an cerele, t'abscisse CP^h co-ainus, V ordonuie PM ■= 
le ^nuB et l'absdrae AP = la sinus venie**) (Fig. 10). Si l'on 



*) Zwei schwedisolie Abhandlnngen ans dieser Periode, von Biauuus 
l'i) und MaUet'SegeriUdt, verdienen mehr der VoUst&ndiglteit, als ihrer 
Bedeutung halber eine Erwühnnng au dieser Stelle. Inbesondeie die 
letztere ist eine gewöhnliche akademische Dutzondachrift, die wesent- 
lich nur LamberthtibA Ideen und Kesnltate vorbringt; die Autorschaft 
mag, da der damalige Candidat Segersledt sich gar bald wieder vun der 
Hathematik ab- und der Theologie zuwendete, wohl mehr dem Prolessor 
Maüel zufallen. Duratiu' hauptsSchliche Absicht ist. Ausdrücke von 



der Pol 



l+Äi 



mit Etllfe der gleichseitigen Hyperbel su iuterpretiren ; die Thatsache, 
dass KreiBfankÜoaen imaginüren Argmuentes in reelle Hyperbelfunkdonen 
sieh verwandeln, bat er ziemlich klar erkanut. 

**) }l^ iut diese unseres Wissens, auch die spätere Zeit mit einbe- 
griffen , der erste und einzige Versuch , den Begriff des äinuaverans fUr 
die Hyperbel nutzbar zn machen. Es ist resp. sin vers x ^^ \ — cos x, 
©in »irf a: = Sef Ä— 1. 
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fiut AP = X, Ton aura Ci> = 
a+x, Pld = ]/2äxTxx. Donc 



le trütugle 



CMP- 



_ (a+xy^i ax+xx" 



81). 




Auch die hyperbolische Tangente 
AF uDd {CB = CA, BJ> 1 CA) 
die hyperbolische Cotangente BD 
werden hier zum erstemnate in " 

der Uteratnr aLa aolche and mit vollem Bewaaetsein eingeführt. 
Sauri erweitert auch, der Erste, das Umkehrungaproblem in geeig- 
neter Weise und Btellt zwischen den hyperbolischen Funktionen 
und den Logarithmen für ein und dasselbe Argument Relationen 
anf, wie solche zwischen den goniometriaohen und cyklometri- 
schen Funktionen bereits bekannt waren. 

Ebenso wie man in der Geometrie des Transsoendenten von 
einer Sinus- und CosinnBlinie spricht, werden hier folgerichtig 
die beiden den Differentialgleichungen 

entsprechenden Curven als gligne des cosinus hyperboliquea" und 
th „ligne des siuus hyperboliques" bezeichnet. Auf diese Termi- 
nol(^ie wird bei einer sptlteren Gelegenheit zurflckgegriffen, wo es 
keiBSt82): „On pent integrer toutea les diff^rentielles qui ne sont 
paa absurdes*) par les propri^täs des courbes." 

Die Bezeichnungsweise Sauri'% ist;: s.k.x, c.h.x, t.h.x, 
cot. Ji.x. Der Abschnitt ,4^ea Formules qui reuferment la Diffä- 
rence d'nn Are ciralaire, ou du logarithme hyperbolique simple, 
fflulÜpli^e Ott divig^ par des Sinns et des Co -Sinus" 83) enthalt 
eine ziemlich vollständige Theorie der beiden Qoniometrieen und 
insbesondere natürlich der infinitesimalen Relationen. So stehen 
hier, unter r die halbe reelle Axe verstanden, die Formeln 



dx = ~ 



*) Unter „absurden" Integralen verstand man solche, welche ulch 
nicht ans dem Problem der Inbaltsbeatlmmuni; für bekannte Garven, 
sondern ans den sohwierigereu Problem der RektifikatitHi ergaben, in 
aaserem Sinne also spezifische hOhere Transsoendenten. So führt z. B. 
die Quadratur der KlHpse anf ein uneobwer zu evidulrendes Integral, 
die Bektifikation dagegen auf ein sogenanntes ellipHaohes oder, wie sich 
Sawi ausgedrückt haben würde, auf ein ouvemllnftiges. 
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{c.A.a; + *.Ä.a;)" + ic.h.x — s.h.x)' 
c.k.n.x ^-^, , 

{e.h.oc + s.h.x)* — {c.h.x — s.h.x)' 



V{r + t.h.x)'~{r~t.k.x)'''\ 
■ [Sr'+t.h.x)' + (r— (.A.a:)"J' 
. \ {r + t.h.x)' + ir—t.h .x)''l 
\{r+t.h.x)'—[r—t.h.x)'y 



Gemeinachafttich ist der Beweis fflr die DiffereotiatqnotienteB 
c.h.x.d.s.h.x — s.h.x.d.c.h.x 



coi.x.dfä 



Vier andere bekannte Integralformeln werden 84) in folgen- 
der Form gegeben: 

m.S.[fi.h.x)':dx^(m—X)r^S.(c.h.xf^^äx + r.{c,h.xf>-^.s.k.x, 
m.S.(s.h.x'r.dx=-im^\)r'^S.{ii.h.x)'~^dx + r.(s.h.x)'*-\c.h.x, 
m.S.ieoB.xf.dx^im — l)rSÄ. (co8.a;)"-*(ir + r.(coe. x)"~'. ain-jr, 
m,S.{sio.x)''.dx'^{m — l)r*S.{Bin. a;)"~*(te — r.(ain.a;)"~'.cos.a!. 

Etwas mehr Umatände macht die Beatimmung von 

/ dx i äx I dx I dx 
Kofx' ^ ©inx* J w»3^ ^ Bin x' 

doch gelingt auch sie, nachdem die trigonometrlachen Ausdrflcke 
darch algebraische eraetzt sind (ygL wegen der ersten Form 
Riccali'% elegante Manier in § 3). Das fünfzigste Theorem 8&) 
besagt: ,^i m est un nombre positif et impair, lea formuleB S. 
(c.h.xydx, S.{s.h.xfdx, S.(co8.*)"(ic, S.{im.x)'"dx sont exacte- 
ment int^rables" Schliesslich werden noch mit Hülfe der theil- 
weisen Int^rsÜon für die beiden Integrale 

y*@in"3; ^x>\'' xdx , J'tXu" X eoaxdx 
bequeme Reduktionsformeln hergeleitet 86). 

Wollen wir, an der Wende des Jahrhunderts stehend, einen 
Gesammtüberblick über das bis dahin Geleistete erhalten und su- 
gldcb erfahren, welcher Eindruck kundigen Hinnem der Mitwelt 
von dem theilweise anter ihren Augen vollendeten Stück geistiger 
Arbeit zurOckgeblieben war, so lassen wir am Besten Monhtcla 
reden, der uns in kurzeu Zügen ein Bild der ganzen Lehre giebt, 
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so weit sie sich eben bia dahin entfaltet hatte. Er sagtS?): „En 
effet, BappoBOBH ane hyperboLe eqaiUt^re dont le centre aoit C et 
U demi-axe traasverse = 1, l'abaeiaae comptäe da eentre = x, 

le sectear GAB = „ ^1 l'ordonnße BD^y; il faut d'abord re- 

marqaer que l'ordonnöe BC dane l'hyperbole röpond an siniiB, et 
rabscisee CD aa Cosinus dans le cercle. Sappoaant donc ce que 
deBsns, on troavc daua l'hyperbole l'äqaation diffärentielle 

da = . , 

l/a»— 1 

dont par un procäd6 BembUble au präc^dent on tire 
«'+«-* e" — «-• 

2 ' " 2 *. 

valenra qui ne difi%rest de celles tronv^ee ponr le cercle, ^oe 
parce qu'ici on ne tronve point l'expreBsion ima^aire y — 1. 
Oette analogie entre le cercle et l'hyperbole se Bontient et ee d4- 
montre par eeB expreBslone entre les Binua et ccainna de l'au, et 
leB ordonn^ea et abBciases de l'antre. Gar de mSme qne danB 
lea cerclea, t,in.aXtio6.b 4- eos. aXam.6 •= Bin.a + &, de mfime 
dana l'hypeibole ai l'on a denx aectenra (qni räpondent aax arca 
DU aax aectenra qni lenr eont proportionnels dana le cercle) on 
dojt avoir ord. öXab9cft + ord.bXab8e.a = ab8ca+ ft, et cela 
montre an moyen dea expreaaiona oi-deaane, qni ae troavent lea 
He d£m@mes, ainon que Celles pour le cerde aont compliqu^ea du 
aigne imagiowre y — 1, taudia qne t'expreasion ponr loa abacisses 
ordonu^es de l'hyperbole en est afftanchie. Lambert, dana nn 
memoire de raead^mie de Berlin, annto 1768*), et intitnläe „Ob- 
aerrationa trigonomätriqaea", a mia dana nn jonr parüenlier eette 
aymboliaation entre lea ainna et coainna dn cercle et lea ordon- 
n6eB et abaciaaea de l'hyperbole, que par cette raison il nomme 
ainns et ooalnua hyperboliqaea , et il la dämontre par nn parall6- 
üflme exact et presqae nne identitä entre lea formnles de ainna 
et de eosinna, et m6me de tangentea, aelon lea diffärena caa ou 
rapportB d'arcs circnlairea, et Celles dea unns, cMinna et tangentea 
hyperboliqaea dana les eas aoalognea ou diff^rena rapporta dea 

*) Der Bchäiabare Widersprach gegen unsere eigene Angabe (s. §. 6} 
rOhrt von der doppelten Jahreszahl her, welche die Sltereo Serliner 
Uenkaduiftes- Binde tragen. 

aUnUwr. IqipHbal. Vnnktlaiitn, 3 
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acetenrs hyperboliquea. Äinsi, ponr en donntr encore an exempie, 
de m€me qoe d&na le cereU lin. 2y>"2 Bin. yXoos. y; ainw 
dans l'hyperbole, «i 3y «xprime un aeetflnr double de y, on amni 
ain. hyp. 2y ^2. sin. byp. yxcoi. hyp. y, on l'ordonn^e du sec- 
tenr simple par Bon abaciBSe, le tont diviBä par le demi-axe trans- 
Terae, comme dans la formale circnlaire 2.tiii.y tM.y, on aoaa- 
entend diviB^ par le rayon. Lambert a mSme oalcalö snr le prin- 
cipe des Übles de sinus et cosinae hjperboliqaes, devant servir 
a ce qn'il appelle ane trigonomätrie byperboliqne, et ä la Bolnüon 
de certaiDB cas de problömes astronomiqnes oü k la trigonomätrie 
cirealaire paroft Stre en däfant Hais nons noas bornons k cette 
indioation." 

Voo Montucla bis Guäermann Hat, wie schon bemerkt, die 
Lehre von den Hyperbelfnnktionen als solche keine Förderung 
zu verzeichnen. In diesem langeo Zeitraum ist uns dieselbe nur 
zweimal in knrser lexikographiseher FassungSS) entgegen ge- 
treten, einmal in Deutschland, das anderemal in Frankreich. 

t 8. Unbewnsste Verwendung der Hyperbelfunk- 
tioneu. Üirksen. Obm. Grassmann. Hiedurch ist aber für 
Jeden, der mit der eigenartigen, nur selten gleichmäsüg fortscbi'ei- 
tenden, Entwickelung der WisaenBcbaft vertraut ist, noch keines- 
wegs ausgeschlossen, dass nicht indirekt auch während dieser 
Frist der und jener Mathematiker sich mit den analytischen Ge- 
bilden beschitftigt hätte, welche Andere eben Hyperbelfunklioueu 
nannten. Diese ihre letstere und auch wichtigste Eigenschaft 
trat eben in dem einzelnen Falle zurück, in der Kegel wohl un- 
abuchtlich, hie und da> vielleicht auch mit AbsicLt. Wir wUrdeu 
unserer Aufgabe , den allmäligeu Fortachritt unserer Diaeiplin 
queUenmilssig darsustelleu, nicht richtig nachzukommen glauben, 
wenn wir nicht in einem beBoaderen Paragraphen auch alle die- 
jenigen Phasen sammelten, welche man allenfalis die der unbe- 
wuasten Weiterbildung der Lehre nennen könnte. Um später 
nicht mehr gestflrt z'Yi werden, setzen wir dem hier znsammen- 
gestellten Uateriale keine seitliche Grenze, sondern greifen, so- 
w^t es unser Zweck erheischt, bis zur allernenesten Zeit vor. 

Lagrange, dem schon seiner Beziehungen zu Foncenex halber 
der Gegenstand nicht unbekannt gewesen sein kann , benutzt den 
analytischen Ausdruck der Uyperbelfunktionen bei seinen üiUer- 
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Buchnngen Aber di« Fortpäansnng des Schallw, speziellSS) bei 
lotegration der partiellen Ufferentialgleichung 

Allein obwohl er sogar die EreisfanktJonen mit imaginärem Ar- 
gument benutzt und u. a. die Qleichnng 

«08 (:r l/=^= ^ Y ■- 

auf^tellt90), so bringt er es doch zu keiner spezifischen Bezeich- 
nung fQr solche Formen, die ihm eben nur als Mittel fUr be- 
atimmte Zwecke dienen. 

Systematischer ist die Betrachtung, welche L. Euler denselben 
angedeihen lässL Das „von der Erforschung der trinomlschen 
Faktoren" handelnde Kapitel seiner „Introductio" 91) musB den- 
selben bis zu einem gewiisen Grade nothwendig gerecht werden, 
ja es werden sogar mehrere verwickelte Probleme, z. B. über die 
Faktoren-Zerßlllnng von (e^+^^e""^ gelttst92), welche eine 
verein fachende Formnlirung fast erheischen, allein nirgends wird 
über die Bezeichnung durch Kzponentialgrässen hinansgegangen. 
Doch lehrt Euler hier die Reihen- und Prodnkt-Entwickelung des 
hyperbolischen Sinns und Cosinus in einer strengeren Anfor- 
derungen genügenden Weise; der erstere wird zu diesem Behufe 
auf die folgende Form gebracht 93): 



('^!)'^('-f)' 



Auch sonst scheint Euler, obwohl ihn eine seiner sohOnsten spft- 
teren Arbeiten gerade wieder auf das Reciprocitatsverbältniss von 
Kreis und gleichseitiger Hyperbel znrttckftthrte*) 94), den Hyperbel- 
fnnktionen gegenüber dieselbe Zurückhaltung beobachtet zu haben, 
welche wir auch bei den, in seinen vorgerückteren Jahren immer- 

•) Man vergleiche nur die Titel der Gegenstände, welche in diesem 
Fragment znr Behandlung kommen: „Praeter circolnm nnlU datur curva 
algebfaica, cujus aingnii arcos per atens oircnlarea simplieiter exprimf 
queant." — „Hulla proraus datur ourva algebraica, cigns singnli arcus 
simplidler per logarithmos exprlmi queant." In solcher gemeinsamen 
negativen Eigenschaft liegt eben die Analoge des Kreis- und Hyper- 
bel-Sektors, wenn man diesen statt des Bogena betrachtet 
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hio bereits recht lebAnaffthig gewordenen, Determinanten wahr- 
nehmen. Er mochte denken, dasB die durch ihn ohnehin so 
weaentlich erweiterte Analyse nicht allzuvlele neue Symbole und 
Algorithmen aof einmal in sieh anfnebmeu könne. 

Aehnlich, wie Euler, verfuhr L'äuiUer. Wir haben von llini 
eine Abhandlung, in welcher die Relationen 



1 + 



^:)(-r.)(-^'0-- 

abgeleitet werden95); ausserdem wird ia derselben ein Aua- 
dmok96) diskutirt, der von nns als Verbindung einer Hyperbel- 
und einer Krräsfunktion zu bezeichnen wäre, n&mlicfa dieser: 
2 (ffiofa; ± coa (p). Auch Trailes hat in einer Arbeit 97), welche 
dem Studium einer mit dem späteren „Operati onacalcul" nahe ver- 
wandten Symbolik gewidmet ist (z. B, — ^ =J/[x)dx a.a.yt.) 

die Hyperbelfiinktionen einer genauen Betrachtung unterzogen ; 
anderswo 98) giebt er die Reih eneutw icke lung für ^ {e' ± «"*). 

Von italieuiscben Hathematikern wären Piola99) und FtvlianilW» 
zu nennen , deren ersterer die genannten Funktionen als unend- 
liche Faktorenfolgen darstellt, während der Letztere die Werthe 
der bestimmten Integrale 

y Eof A sin hx äh^n, J ®i« h 9,\ahx dh = 


herleitet. — Diesen, wie gesagt, mehr ephemeren Erscheinungen 
gegenüber gewinnt die Stellung eine habere Bedeutung, welche 
Dirkseti, Ohia und Grassmann in der Beurtheiluug des matheuia- 
üachen Bürgerrechtes unserer Funktionen eingenommen haben. 
Diese drei iMänner nämlich sind völlig selbstatftndig zu der Ueber- 
zeugnng gelangt, dass man hier transscendente Grössen von eigen- 
artiger Werthigkeit vor sich habe , ohne doch die geometrischen 
Eigenthtimlichkeiten derselben erkannt oder wenigstens einer all- 
fallsigen Erkenntniss schriftlichen Ausdruck verliehen zu haben. 

In Dirksen'a bereits oben genanntem grossen Werke spielen 
die trigonometrischen Funktionen imaginären Argumentes eine ge- 
wisse Rolle; indem sin fa-^-ßi) und coa (a + ßi) anf die Normal- 
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form gebracht werden 101), mflssen natarlicli ancL die Hypärbel- 
fnnktionen mit eingeführt werden, ohne welche ja jene Reduktion 
gar niebt zu erbringen ist. Ea tritt dann an den Autor auch 
die Nothwendigkeit heran, eigene Bezeichnnngeu für dieee häufig 
wiederkehrenden Anadrflcke einzuführen, nnd dieser Pflicht ent- 
ledigt er sieh auch, allein in einer wenig organischen Weise, in- 
dem er nämlich einfach 

e"— C-* = 2a, e*-t-e-" — 2fr 
setzt 102). Da die Bachstahen a nnd b immer wieder in dem 
Werke in ganz anderer Bedeutung vorkommen, verdient dieser 
Ausweg sicherlich nicht den Namen eines glflckliohen. Es muss 
diese nm so mehr anfallen, »U^Dirksen die analytische Wichtig- 
keit dieser BxponentialgrdBsen wohl einsieht; er sagt z.B. 103): 
„Diess vorausgesetzt, entstehen, wie sich leicht übersehen lässt, 
gerade die in den betreffenden Paragraphen enthaltenen expliciten 
zusammengesetzten Ausdrucke." Ja er ftlgt hinzu, diese Trans- 
scendenten habe die Analyais vorzagsweise hervorzuheben, mit 
eigenen Namen zu belegen und durch besondere analytische Schrift- 
zeichen zu charakteriairen. DasB diess schon längst, und zwar in 
einer wenig zu wünschen flbrlg lassenden Weise geschehen war, 
scheint er nicht zu wissen. Neu ist bei Dtrksen übrigens die 
Anwendung der Eyperbelfunktionen auf die hypergeometrische 
Reihe 104). 

Im Groaaen und Oanzen ähnlich verhält es sich mit Martin 
Ohm, der sich ebenfalls durch die Aufgabe, den reellen und ima- 
ginären Bestandtheil einer complex-goniometrischen Funktion zu 
sondern, zu den Hyperbelfnuktioneu geführt wird. „Betrachten 
wir jetzt noch die beiden Ausdrücke 

ei + e-'> ^ e^—e-i 
^^und— ^-, 

wovon der eine = KOiiqi), der andere aber ■= — t sin {qi) ist, und 
welche such, da 

e' = S [-|^J und «-« - S [(-1)" ^] 

ist, in die beiden unendlichen Reilien, nämlich bezflglich in die 
Reiben 
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ningefonnt werden kSuDen. — Dieselben beiden Funktionen be- 
dürfen einer tabell&risehen AnsrechnnDg ibrer reellen Werthe, 
wenn man sin, cos, tg and cotg von p-^-q.i beqnem nnd schnell 
^nsgerecbnet" Beben will, nnd bsben, eben ibree Urspmngs wegen< 
mit sin x nnd cos x analoge Eigen scbaften, welche leteteren auch 
wieder mr tabelUriBcben AnHrechnnng ihrer reellen Werthe be- 
nDtzt werden können. Wir wollen dieas hier noeh näher nach- 
weisen" 105). Ohm setzt den hjperbolisehen Sinns nnd Cosinus 
resp. gleich Si nnd AV» eine immerhin der Dlrksen'Mhtitt weit 
vorsuEiehende Bezeichnnngs weise. Er beweist die wichtigsten 
E^nselsütze der hyperbolischen GoDiometrie nnd benutzt, du ihm 
die so insseret nnschanliche geometrische Daretellnng fehlt, die 
Ti^tor 'seilen Beihenentwickeinngen 

h^ h^ 

^«+*^ "' • "' * 2; 

nm sich fibcr die Wschsthnms verhält nisse seiner Funktionen zu 
unterrichten 106). Sehr ansftlhrlich ist sodann das Kcduktions- 
problein selbst gehalten; die complexen Fanktionen werden explicit 
durch K und S ansgedrnckt, z. B. 



cotang (p + sO ™ 

+ 



iinp cosp 
'p ©in*? + sin V Sop g 
StngSofg 



cos';» ®in'$ + aio^p ©of*? ' 

Ebenfalls sehr detaillirt wird die Entwicklung von Ä* und S 
in unendliche Faktoren folgen im nnmittelbaren Anschlnss nn Euler 
(s. 0.) vorgefahrt 107). Auf den Zusammenhang seiner neuen 
Transscendentcn mit der Hyperbel geht Ohm ebensowenig eini 
wie Dirksen, zum Theil wohl deshalb, weil er auch für die ge- 
wöhnlichen FonbÖonen der „analytischen Trigonometrie" deren 
geometrische Bedeutung als etwas gsnz Nebensächliches und Unter- 
geordnetes angesehen wissen will 108). 

Durchaus originell, wie von ihm nicht imders zu erwaiteni 
steht Hermann Grassmann da. In der Vorrede zur zweiten Aus- 
gabe seiner „Ausdehnnngslehre'' erzählt er iti fesselnder Weise 
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109), wie sich in seinem Geiste allmälig die geometrische Bedeu- 
tung der Expouen&ügröBsen bildete und entwickelte. „Schon bei 
der Bearbeitung der Theorie Ebbe und Fluth*) hatte sich mir die 
geometrische Exponent ialgrösse ergeben; nXmüch wenn a eine 
Strecke (mit festgehaltener Richtung) und a einen Winkel (mit 
festgehaltener SchwenknngBebene) darstellt, so ergab sich ans rein 
inneren Grflnden, deren Angabe mich jedoch zu weit fflhren wttrde, 
daas a.e", wo e als die Omndsahl des natflrlichen Logaritbmen- 
sfstems aufgefasst werden kann, die Strecke bedeutet, welche 
snch aus a dnrch eine Schwenkung hervorgeht, die -den Winkel 
a erzengt, d. h. es bedeutet a.e" die Strecke a geschwenkt um 
den Winkel o. Wenn femer Cos oc, wo a einen Winkel ausdrückt 
im geometrischen Sinne, dieselbe Zahl dantellt, wie cos a, wo ä 
den zu dem Winkel gehörigen, durch den Halbmesser gemessenen 
Bogen bedeuten soll: so folgt aus jenem Begriffe der Exponential- 
grosse sogleich, dass 

sei. Ebenso wenn Sin a die GrOsae vorstellt, welche die Strecke, 
mit der sie multiplicirt ist, nach der Schwenkungsseite des Winkels 
a um 90" in ihrer lUchtang ändert, und zugleich ihre absolute 
Länge anf gleiche Weise ändert, wie sin ä, ao ist 

Q- c" — «"* 

and es ergiebt sich daraus die Gleichung 

Cos « + Sin a => e", 
idles Gleichungen, welche die auffallendste Analogie mit den be- 
kannten imaginären Ansdrticken verrathen." Es schliesst sich da- 
ran der weitere Satz 111), „dass e" und /"'l'— ' denselben Werth 
bezeichnen, wenn a den Winkel, (a) aber den dazu gehörigen 
Sogen, dividirt durch den Halbmesser, bedeutet, in der That fand 
sieh dann 

eos X — - — ^ ~— , 

wie gehörig und ebenso 

*) Eine nicht veröffentlichte Jugendarbeit Gratsmanne , deren 
Gmndxtlge von ihm selbst in seinen letzten Lebensjahren bekannt ge- 
geben worden IIU). 
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Formeln, welche also eine reine geometrische Bedeutung Imben, 
indem «^l'~' die Schwenkung um einen Winkel bedeutet, dessen 
Bogen dnrch den HalbdnrehnteaBer gemeraen x gjebt" Diese Dar- 
legung wird durch eine hAchst interesunte Zeichnung erläutert, 
unsere Fig. 11. A B ist die nnprflngliche Strecke, welche durch 
„Schwenkung" tm Betng von ±a resp. Fig. 11. 

in die Stellungen AC und AD geUngt 
ist Voltendet man den Rhombus ACED, 
so ist AE die Summe der Strecken 
AC+ CE nnd CD die Differeni AC— 
AD; die Hälften beider, AF nnd GF 
geben bezOglich Cosinus und Sinus des " 

Winkels a. Allerdings liegt diesem SehluBse insoferne eine ge- 
wiBse Willktlr zn Ornnde, als die .Addition nicht die gewöhnliche, 
sondern die geometiiache Summirnng von Moebtus und BellavUis 
ist, während die Division den elementaren Rechnungsgesetsen 
folgt WOrde man in Erweiterung eines sehr zweckmässigen Vor- 
Bchlages von E.Schroeder^^i) die Rechnnngezeichen der formalen 
Algebra von denen der gemeinen dnrch Klammern unterBcbeiden, 
so würde man zu achreiben haben: 




AF ^ cos tt ^ 



"(+)«- 



Hieraus lässt sich folgende bObsche und anscheinend weder 
von Grassmatm noch von sonst Jemandem bemerkte Thatsache 
abstrahiren: Bedeutet das PIna- und Hinnszeiclien in der Bxponen- 
tislgräsae He ^e ) eine geometHsehe Snmme, resp. Differenz, 
80 ist die erste resp. identiach mit dem uykÜachen Sinns und 
Oosinus; steht dagegen jenes Zeichen in seiner gewöhnlichen Be- 
deatang, so hat man den hyperbolischen Cosinua und Sinua vor 
deh. Es ist damit angedeutet, dass dem arithmetlBohen Addlren 
in der Zahlenlinie als einer im Reellen verlaufenden Operation 
das geometriBche Addiren in der Zahlenebene als eine complexe 
Operation gegenübersteht. 

Den Uebergang von seinen Hyperhelfunktiouen, deren wahre 
Natur er allerilings nicht ergründet hat, zu den Kreisfanktionen 
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vollzog Grassmimn wieder »iif» originellste. In acinpr Theo- 
rie der Flnthbeiregutig betrachtet er eine auf der RotationBaze 
senkrecht stehende Sirecke all3), welche mit der Winkelge- 
schwindigkeit n um erstere sich dreht, somit während der Zeit 
t eine Schwenkung ■— nt erleidet. Der malhematiBche Aasdrack 
fflr obige Strecke iat ae ^= a (So^ni + a Sinnt; nach der mit 
dem Begriff des Sinus von Anfang an verbundenen EägenBchaft 
wird das a des zweiten Summanden eine in der Drehnngsebene 
senkrecht zur ursprttnglidien Strecke gelegene begrenzte Gerade 
von der Länge a sein, die sonach im Sinne von Arganä-Gcaiss ^ ai 
gesetzt werden darf. Dann aber wird das bisherige ae Über- 
gehen in 

a (coB nt-\-i sin »0 = ae"**. 

So frappirend diese Uebergänge fttr den mit den eigenthtlm- 
liehen Mechanismen des AnsdehnungBoalcnls weniger Vertrauten 
Bein mögen, von ihrer Richtigkeit tlberzengen aaeb ihn die da- 
raoB abgezogenen correkten Ergebnisse, and jedenfalls erBcheinen 
dieselben geeignet, auf die innige Verwandtschaft der goniometri- 
sohen Funktionen von reellem' und im&ginftrem Aignment, d. h. 
der Rreiü- and Hyperbelftinktionen , ein neues helles Licht zu 
werfen. 

Einiger anderer, minder wichtiger, Beispiele von Antioipation 
oder unbewusster Verwendung der Hyperbelfnnktionen sei nnr 
mehr im Vortlbergehen gedacht Es mag erwähnt werden, dass 
Legendrel\i) ftar die hyperbolische Tangente die elegante Ketten- 
brucheutwickelnng 



gegeben hat*); eB mag weiter erwähnt werden, dass Puiseux, ohne 
gerade diess zu wollen, einige Probleme über die Hyperbelfunktio- 
nen gestellt und gelöst hat So transformirt er 116) tang [y + Si) 
in folgenden einfichen Ausdruck: 

— Bin 2 y + ®in 2 S 
Eof2(i+cofl2y 

•) Vgl. hicBu eine allerdings aut einer unrichtigen geauhichtlichen 
VoraassetsuDg beruhende Abhandlnng von Ledere Mi). 
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' Ein azKlermtil beschäftigt er sich mit der trmnsscendenteD 
Gleichung 117) 

pi Bin Qi + C08 fi = 0, 
welche sofort die fOr eine versachsweise Auflösung veit bequemere 
Form 

Q = Solang <> 
erhalten kann. SchwarzllS), der derselben Gleichung fQr seine 
Untersuchungen Aber Minimalflttchen benöthigt war, giebt ihr die 
immer noch unhandliche Oestalt: 

In einer grösseren Abhandlung von Schellbach 119) über trans- 
acendente Funtctjoneu treten die HyperbeU^nktionen zwar nicht 
als solche auf, doch i&llt auch für sie gelegentlich mancher wich- 
tige Satz ab. Allein der Umstand, dass die Hyperbelfnnktionen 
noch nicht als solche anerkannt sind, macht sich stets Alhlbar, 
und wir werden nicht umhin können, mit FSaux ttberdnEUBtimmen, 
welcher in einer sp&ter (Kap. IV. § 14) noch oit eu dtirenden Arbeit 
analytischen Inhaltes sich dahin ansspnciit: „En effet it snffit de 
fenitleter les 6crits de Riemann (Grundlagen für une allgerndne 
Theorie der Punktionen einer veränderlichen complezen Gröne), 
de Canohy (Exeroices d'analyse Tome IV), de Briot et Bonqnet 
(Theorie des fonctions doublement p^riodiques, et en partieiilier, 
des fonctions elliptiques) , de Thomse (Abrbs einer Tlieoiie der 
complexen Funktionen und der Thetafo&ktionen einer Ver&nder- 
liehen) et d'autres, pour se convaincre qne oette belle partie de 
ranalyae fait regretter k chaque pas les symholes des fonctiona 
hyperbotiquea." Ganz besonders gilt diess auch fUr Leffendre's 
„Traitä des fonctions eillptiques et des integrales EulärieuDea." 

Auch die mathematische Physik zieht, wie sich besonders im 
nächsten Paragraphen klar heranastellen wird, grossen Nutzen 
aus der Lehre von den Hyperbelfnnktionen. Gar manche ältere 
nnd neuere Arbeit leidet unter den Weitschweifigkdten, welche 
der Nichtgehraocb dieses hochwichtigen rechnerischen HfllÜBmitteU 
im Gefolge hat. Hierher geh Ort beispielsweise äa Essay von 
PhiUipp Keller fiber die Fortpflanzung der strömenden Elektricität 
120), dessen eigentliclien Nerv die Diakussion des Ausdruckes 
®mßil—x) 
©inßr 
bildet, wo / die Gesammtläiige des Drahtes, x die vom Fluidam 
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bereits durchfloBsene Strecke, ß iiine Conetante bedeutet, Aelin- 
liches beobachten wir in der ElaBticitätetlieorie (vgL den folgenden 
Paragraphen). So würde eine gewisse ConstantenbeBtimmung von 
Ciebsch X21) durcli eine coiicisere Bezeichnung der dabei in Wirk- 
samkeit tretenden Hyperbelfunktionen nn üebetBiehHichkeit ge- 
wonnen haben; noch weit eklatanter tritt diesB zu Tage bei einer 
KD die Clebsch'achen Untersuchungen 132) anknüpfenden Studie 
von Eoch 123). 

§ 9. Neuere Zeit. Gudermann. Lam6. Der eigent- 
liche Wiederbegrflndcr der Lehre von den Hyperbelfanktionen 
war Gudemtann in Münetev. Er macht uns selbst mit dem ideen- 
gang bekannt, welcher ihn, der von geschichtlichen Vorbildern 
wohl so gnt wie ganz unheeinflnsst war, zu jener hinleitete. Die 
innere Analogie der verachiedenan transscendenten Funktionen, 
Abrt er ans 124), werde durch deren sehr abweichende äussere 
Form oft vollständig verdeckt. „Die allgemeine Arithmetik darf 
solche Beschränkangen, die nicht von ihr, sondern von der ver- 
BcfawJsterten Geometrie herrühren, nicht dnlden — Ihre Formen 
mtlssen allgemein sein. Die berührten Weitlänfigkeiten und Un- 
beqnemlichkeiten fallen weg, wenn wir die Beschränkung auf nur 
zwei Formen (Bxponenzial- und Logarithmen-Au sdrticke) aufheben 
nnd statt derselben den vorigen cyklischen Ausdrücken ebenso 
viele andere, also ebenfalls acht neue Formen fflr ebenso viele 
Funktionen gegenüberstellen, die dann am fUglichsten hyperbo- 
lische Funktionen (nach der gleichseitigen Hyperbel) beisaen. Die 
Analyns als solche kennt aber weder den Kreis, noch die Hyper- 
bel, und daher mag eine Benennung hinzukommen, welche nicht 
mehr auf diese Cnrven hinweiset. Die beiden Hauptarten der 
Fanktionen machen in der That ein einziges Geschlecht von Funk- 
tionen aus — sie mögen also zusammen Potenzial- Funktionen 
heiasen, weil ihnen bei ihren analytischen Nachweisungen der 
Begriff einer Potenz als Hauptbegriff zum Grunde liegt. Nicht 
geometrische, sondern arithmetische Benennnngen wUrdc man ja 
auch hier haben, wären diese Funktionen der Analysis nicht durch 
die Geometrie zugeführt worden, sondern hätte die Analysia, völlig 
unabhängig von der Geometrie , sie hervorgehoben und ihre Bezie- 
hungen entwickelt." Die Abhandlung ist demzufolge ganz analy- 
tisch und Hbrigens völlig elementar abgefasst; von Anwendungen 
werden blos die Gleichungen des dritten Grades berücksichtigt. 
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Etwas weiter aU diese erste geht eine xweite, naehtrfigtiche 
AbhandlDDg, in welcher Gvdermarm besonden di« Theorie der 
von ibm Den eingeführteD UtUfB-Fanktionen Ix und - L (xt) = 
Ix entwickelt 13&). £b ist n&mlicb 

Hierans wird abgeleitet 

a; = Jog U.og\~ + - Ixj, 
und hieraus folgt wiederum 

+ te = arc tang e*, - — - M — arc tang «~*, 

fx ^ arc tang e' — arc tang c"*, if.x = arc tang e^ — arc tang «"-**. 
Entwickelt man die Arcusfunktionen nach der bekannten Leibtiiz*- 
sehen Forrael in Reiben, so wird 

lx = e'—e-' — i{e^—er->^) + {(^~~er^)--..., 

4te = ®ina: — i@in3« + i ©iitöa; — . . ., 
kLx — Bin« — i sin 3a: + i Bin 5a: — . . ., 
RelatJonen, von «eichen Gudermarm einen ansgedehnten Gebrauch 
zu machen versteht. 

Insbesondere war es die Theorie der elliptischen, oder, wie 
sie bei Guäermann beisseu, Modularfnnktioneu , fQr welche die 
bisherigen Errungen Schäften auSEDnützen versucht ward. Von der 
umfassenden diesem Gegenstände gewidmeten Monographie Guder- 
monn's kommen fflr uns hauptsächlich in Betracht die folgenden 
bdden Abschnitte: ^^nedruck der cyklischen Modularfunktionen 
des Argumentes W durch hyperbolische Potenzialfunktionen des 
Argumentes ^'u, in der Form von Produkten unendlich vieler 
Faktoren " 126) und „Uebersichtliche Zusammenstellung der ein- 
fachsten Reihen fttr die cyklischen Modnlarfunktioiien'' 137). Im 
ersteren Abschnitt erscheint namentlich nachstehende Reihe be- 
merkenswerth 128): 

Iog(l±2peof ?>+/>*) = 

-eof39>— ^5of49!±... 
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Aaoh von soDStigen Verwendungen der Hyperbelfunktionen in der 
Sph&rik nnd aualytiBchen Mechanik'*') liesee üch bei Gvdermann Vieles 
berichten ; da wir hierauf aber ohnehin im weiteren Verlaufe dieaer 
Arbeit sa kommen haben, soll es bei dem Gesagten sein Bewen- 
den haben.**) 

Was Gudermann fär Deatachlaud, wenn anch vielleicht nicht 
ia gleich holiem Grade, war Lami für Frankreich. lu seinem be- 
rOhmten und für diesen Wiaaenszweig grundlegenden Werke über 
die EUaticitfttalehre führt derselbe die Funktionen 

Eiv) ^^Y"' *** 2 

ein 131) als „les fonctiona esponentiellee conunes sons le nom de 
ccainns et ainns hyperboliques"; der Satz 

i:(v)'— E(y)* = 1 



*) Es liegt DOS vor eine Bearbeitung der von Gudermarm seinen 
3<^tilem gestellten Preisaufgabe über die Bewegung eines nach dem um- 
gekehrteu Kubus der Kntfemung angezogenen Mobiles, für deren Ueber- 
lassnng wir dem Verf., Herrn Direktor Dr. Heilermann in Essen, uns 
bestens sn Dank verflichtet fühlen. In dieser strenge nach Gudermann'- 
sehen Vorbildern gehaltenen Arbeit dienen die Ejperbelfnnktioueu viel- 
fach suv Vereinfachung verwickelter Integrationen. VgL hierau auch 
K*p. IV. S e. 

") Besonderen Anklang haben diese nnd andere Bestrebungen Guder- 
mann'a iu seinem Vaterlande nicht gefunden, wie es denn überhaupt 
das HiBsgeschick des wackeren Mannes war, sich in dieser kaum je 
wiederkehrenden Jr'eriode ungeheuerster mathematischer Kraftentfaltung 
durch grSssere Leistungen etwas in den Schatten gestellt zu sehen. Von 
deutschen Hatbematikern, welche sich des ihnen gebotenen neues Stoffes 
zu bemSchtigen wussten, ist besonders Minding zu nennen. Nicht unr, 
daas er iu seinen Integraltafeln 129) die Gwfrrnuwn'scbe Beseichunngs- 
weia« grnndsBtzlich , wo es immer angeht, enr Durchführung bringt, — 
er ist auch der Erste gewesen, der auf die Wichtigkeit der Hyperbcl- 
fnnklioneu für die Lehre vom Krümm angsmaass anfmerksam mauhte. 
Mindäig hat, was nicht sehr bekannt zu seiu scheint, die Coordinatan 
eines Punktes auf einer UmdrebungsBäche von constanter negativer 
Krümmung in der Form 

dargestellt 130) und, hieran anknüpfend, die Gestalt sulcber Flächen, 
darantei auch der später von Beltrami untersuchten, iu Allgemeineu 
erOrtert. 
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verhilft sofort zur wesentlich einfaeheren Deduktion einiger Ornsd- 
beziehangen. Seiner AnffaMung der Bedeutung, welche den HTper- 
belfnnktionen in der Analysie sakomme, verleihen beberEigena- 
werthe Worte 132) Aasärnck: „Ce Inxe des notatioi» est loin 
d'^tre inntile: il nous permettra d'esprimer les s^ries u, v, tv, lenre 
termes g^n^ranx, et les faetenre de cee termea, d'nne mani^re 
simple qni en fasse saieir de snite Is r^ritable port^e; antrement, 
tes expresrions de toatee ees quantit^'s seraient longnes, eompli- 
qu^es, Bnjettes k errenr, et Von ne verrait que p^niblement ca 
qn'elleB signifient." Eine noch wichtigere praktische InterpretatioD 
ßndet dieser Aussprach Lam^a in detaen Untersuch nngen Über 
die krummlinigen Coordinaten. Die Anfldsnng der fttr ein System 
cytindrischer Isothermen maaeegebenden DifTerentialgleichnng Statut 
sich ausschliesslich auf die Funktionen E(ip) und £(^)133), und 
iwar sieht sich der Autor genöthigt, auch mehr in die üetaillehre 
einzugehen und gewisse Elementarsätze derselben abzuleiten, so 
z. B. die Hauptregeln der hyperbolischen Prosthaphäresis 134), 
Und was von diesem System, das gilt auch für das „Systeme 
cylindrique bi-clrculaire" 135). Ausser Lamd haben in unserem 
Nachharlande während der uns hier hesch&ftigeuden Periode be- 
sonders ßoüel 136) nnd 0. Terquem 137) die Uyperhelfanktionen 
durch kleinere popnlariairende Aufsätze in Aufnahme zu bringen 
gesucbti abgeseheu von der eigentlichen Theorie und von litera- 
rischen Nach Weisungen enthalten dieselben auch Anwendungen, 
und zwar zeigt Hoüel an einem von Jacobi gegebenen Aasdrnck 138), 
welchen Nutzen die abkürzende Darstellung dnrch Hypeibelgrössen 
speziell auch in der Theorie der Tfaetafnnktionen gewfthrt 

In Italien sind es neben dem frtther genannten BarsoUi 
wesentlich Forti und Mossotti gewesen, die auf eine grössere Ver- 
breitung der auf italienischem Boden recht eigentlich erwachsenen 
Lehre drangen. Von Forti'a Verdiensten handelt der nächste 
Paragraph. Mossotti'» Abhandlung 139) enthält eine Anvendang 
der Hyperbelfnoktionen auf die Theorie der Planetenbewegung HO); 
im Uebrigeu stellt sie sich dar ala eine klar geschriebene nnd für 
alle gewöhnlichen Bedtlrfnisse ausreichende Einleitung in den Gegeu- 
staud. Ausser dem hat noch Stader durch eine lateinische, mit 
eigenen Anmerkungen versehene, Bearbeitung Gudermann'aciidt 
Arbeiten 141) die auszeichnenden EigenthUmlichkeiten dieser 
letzteren deu Italienern bekannt gemacht. 
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Wir stellen hier, ehe wir im letzten ParagrapheD zu einer 
syatematiBohen Aofxihlnng nnd Beschreibung der Tafelwerke über- 
gehen, noch alle di^enigen literariechen Leistungen zasammen, 
welche didaktischer Natsr sind and in dieser ihrer Eigenschaft 
mehr oder weniger von ans bei Ansarbeitnng der folgenden Kapitel 
an B^he gesogen worden. In Dentschland nnd hier, von einer 
kleineren Ahhandlnng Grtaierfi (worOber mehr in Kap, IV) 142) 
abgesehen, wesenUich die verdienstvollen Schriften von Gronau 
z« nennen, drei an dar Zahl Wie der Verfasser selbst bemerkt, 
hat er bereits in zwei vor Ittngerer Zeit pablieirten Btlciiern 143) 
die innige Verwandtschaft Ewischen Kreis nnd gleichseitiger Hyper- 
bel betont spater liesB er 144) eine Denkschrift Aber die Anf- 
lösBBg der kabisohen Öleichnngen Termittelst der Hyperbel- 
fnnktionen folgen. Sein Hauptwerk jedoch sind seine ansfnhrlichen 
Dud exakten Tafdn*) 146), vgL biezn des Autors lehrreiche Selbst- 
anzeige 147). Eine ebenfalls in nnaer Gebiet einschlagende Schrift 
148) mechanischen Inhaltes erseheint von geringerem BeUng. 
Wir enthalten ans, anf die reiche Ffllle interessanter Bemerkungen 
in den eiuEelnen fironau'achen Ärtwiten u&her jetzt schon einzu- 
geben, da wir im Verlaufe nnserer künftigen AnsfOhrangen sehr 
hAnfig von denselben Gebrauch zn machen gezwungen sein werden. 
Aus gleichem Grunde begütigen wir uns betreffs der beiden die 
Lehre von den Hyperhelfnnktionen behandelnden Dissertationen 
von Dötschl49) und RoffffoizlM» vorUufig mit der blossen 
Titel-Angabe. In unsere Elementarwei^e hat diese Ergänzung 
der hergebrachten Trigonometrie leider bisher nur wenig Eingang 
gefunden; eine rtlhmliche Ausnahme machen n. a. Baltzer's be- 
kannntes Lehrbuch 151) und Fahims Uebnngsbachl52)**), welch' 
Letsteres viel Stoff in guter Anordnung darbietet. 

*] Ein Recenseot macljt gegen die C^onnu'sche Schreib- uud Dar- 
Btellangsweiec den vielleiclit nicht ungerechtfertigten Einwurf 145), die- 
selbe Bei alkn weitschweifig. Dieas zugegeben, muBs auch andeTerseita 
hwvorgebobOB werden, das« eine weitete Angabe dieser Recensiou von 
GrotuM in der Vorrede in seinem Tabellenwerke (S. VIII derselben) 
mit Gmnd als unrichtig nachgewiesen wurde. 

*•) Als Separatanssug aus seiner Neu -Bearbeitung der Sokneke'- 
schen Aufgabensammlung hat Reis 153) erst vor Kurzen einen Abrias 
der Lehre von den HypetbeU'anktlonen eraoheinen lassen , welcher recht 
branohbu- ist, seioer Entstehang entsprechend jedoch wesentlich den 
Beziehungen derselben zur hdüereu Analyais einen bevorzugten Platz 
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lu Italien bat jene Popalarisirnng bereits begonuen, von 
welcher bei noe nnr ent die Anftnge vorliegen; ea reicht hin, 
iiH die Unterrichtswerke von Novi 154) und Beüamtis 165) zu 
erinnern. Wer ergiebigere Belehrung wflnBclitf ist vornitmlich 
auf Forti't erschöpfende Arbeiten angewiesen. 

Frankreich endlieh bietet zu diesem Behnfe die Exkurae, 
weldie Hoüel in seinen Vorleanngen über die Theorie des Com- 
plexen sowie in seiaem Handbuch der InfinitesimalrechnuDg den 
Hyperbel fanktio neu gewidmet hat 156), und eine dieselben als 
Spezialfall in uoh schUessende Monographie tiber die Exponential- 
funktion von Realis 157). Von letsterer ist Vieles in die auf dem 
Titel unseres Bnehes genannte Schrift tou Laisant 158) flberge- 
gangeu, welche aoob tahlreicbe und schöne eigene ÜnterBnohungea 
ihres Verfassers enthsit und in jeder Hinsicht dem allernenesten 
von Seite der Theorie erreichten Standpunkt entsprichL I>a die* 
selbe, deren Existenz fibrigens gleich nach ihrem Erscheineo der 
deutschen Leserwelt durch eine höchst anerkennende Besprechung 
von Frischauf Xb%) bekannt wurde, fast ToUinhaltUch in unser 
eigenes Werk herflbei^enommen ist, so können wir uns weiteren 
Lobes derselben entschlagen und iuabesondere auf die Kapitel III, 
V und VIll verweisen, in welchen speziell die von Laitanl be- 
handelten Materien vorkommen. 

Äehnliohe compendiöse Darstellungen in der matfaematischen 
Literatur anderer Völker namhaft zu machen sind wir nicht in 
der Lage. Aller Wahrscheinlichkeit nach jedoch wird dieser 
Hangel nicht sowohl dem wirklichen Fehlen solch' natarnoth- 
wendiger Literaturprodokte, als vielmehr unzureichender Kenntniaa 
des Berichterstatters zuzusehreiben sein. 

§ 10. Tafelwerke and deren Einrichtung. Wir wenden 
uns schliesslich zu den Tafeln, diesem unumgänglichen HüUbmittel 
jeder auf praktische Anwendnag eingerichteten analytischen Distü- 
plin. Von der kleinen Tabelle Lamberl'a war oben (§ 6) die Rede, 
doch sollte und konnte dieselbe von vornherein grösseren Anforde- 
rungen, schon ihres alten grossen Intervalles halber, kein Genflge 
leisten; ihr Zweck war vielmehr nnr der, aagenfUlig die Högüch- 

einrüuiut. Dub in der von Jmslem besoi^ten Neuansgabe dieser Zasats 
wiedet in Wegfall gekommen ist, wird von vielen Freunden des Bncbes 
bedauert werden. 
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keit nnd Innere Berechtigang einer hyperboliBch-gouiometrieelien 
neben der cykliach-goniometrischen Rechnnngapraxis darznthnn. 

Ein entschiedener Fortsehritt roanifeBÜrt sich in den Guder- 
marm'Bchen Tafeln, einer anagedehnten Sammlong, welche, freilich 
znm Theile auch die cykliechen Fanktionen mit nrnfaesend, im 
Ganzen ib grosse Qosrtoeiten einnimmt 160). Die Einrichtang 
ist einfiich, ans vier Hanpt- nnd drei Differenz -Spalten bestehend, 
wie ans nachstehendem Schema erhellt: 

k. log <S.o\ k. D. log @in Ar. D. log Xang k. D. 
Dem Rechner sind jedoch diese Tafeln nicht sonderlich beqoem. 
äoüel, der die Vorzüge nnd Naehtheile der damals bereits vor- 
liegenden Sammlungen sorgßlltig gegen einander abw]lgtl61), hat 
vor Allem das an Sudermtmn'» Arbeit ansznsetzen, dass sie die 
Interpolation zn einer äusserst unbequemen mache; zndem gieng 
dieselbe nicht tlber das Argument k •= 2 hinaus, so dass die 
Tafel manchmal mitten in der Reohnnng den Dienst versagen 
konnte. Aus diesen Gründen zog er Forli oder Gronau vor. 

In der That gieng auch aus der Gudermatm'echtTi Schule 
selbst ein Ver besä erungs versuch hervor. Jordann 163) glaubte durch 
Vermeidung der Htklfsfunktion Lq> grüssere Handlichkeit zn er- 
zielen nsd entwickelte hieraäcbst sein Verfahren, welches wir, als 
immerhin beachtenswerth und wenig gekannt, nachstehend mit 
den Autors eigenen Worten auaeiuaDdereetzen: „Putavi vero utile 
aecnndnm eententijun Gel. Gndermanni initio hnjaa partis tabularum 
matationem faeere, qua interpolatio facilior reddatur. Namqne 
notnm ^t, ordinum superiorum differentias in tabulis trigonometrl- 
cis prima parte majores esse, quam ut necessanam interpolationis 
commoditatem pernüttant, qnod primo adspectu satis apparet 
Eandem in commoditatem obviam venit construendis tabulis loga- 
rithmico - hyperbolicis. Quamobrem nou functiouum logarJthmos 
aed fnnetiones ipsas compntavi, ai-ea minore quam numerus 0,5, 
qna in tabula tum perfaciliter interpolari potest, quod incrementa 
fonctionnm ipsaram proportionales fere sunt incrementis arcuum, 
aed non ita eornm logarithmornm. Namqne progressn 0,0001 est 
differentia tertii ordinls minor quam 0,00000000001, et hanc ob 
causam nsqne ad nonam decimalem satis accnrate interpolari po- 
test Quae mutatio utilis quoque est tabalis trigonometricis, et vide- 
tur mirum, anctorca non esse uaos hac proprietate, quo facto 
amplitodo tabularum valde esset minuta. Quod antem ad tabulam 
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fnnctionis Lg> pertinet, illa aemper asai calcuU iDtegralis multum 
proderit, qa&mqnain erit superfloa ad inveuieDdoB fanctioonm byper- 
boUoai-um valorea, ümulae finem perduxi operis, quod Boscepi opi- 
nione, eo analysi, qnae bod'ie ad aninmum enlturae gradum per- 
venit, multum utilitittiB afferri." Praktiacbe ConBequenzen haben 
diese Vorschläge unseres Wissens ebensowenig gebabt, als Jor- 
(tom's angeblich bereits fertiggestellte Uülfstafel sur Interpolation 
das Liebt der Oeffentlicbkeit erblickte. 

Von Forti'a Werk erschien die erste Aufläge, verbunden mit 
einer von Mossotti verfassten historiach-theoretiscben EinfBhrang 
im Jahre 1863 163), nachdem fanf Jahre angestrengter Arbeit 
vorausgegangen waren. Mossotti war darflber gestorben, aber 
an seine Stelle war BetH als dessen Mandatar getreten, und so 
erfuhr das Unternehmen keine Stockung. „Avutoiie incarico dal 
eh. profesaore Enrico Betti", sagt Forti selbst 164), „alla cni ^ta 
intelligenza erano sottoposti tutti i mauoscritti indicati, ho impie- 
gato le mie deboli forze a riempiere le lacane e a corredare dl 
note quelU tra essi, che si rlferivano alle mi Tavole."*) £s konnte 
nicht fehlen, dass diess neue Werk die tUtere Frage nach der 
besten Tafel-Gonstmktion wieder aufs Tapet brachte, und insbe- 
sondere war es Bellavilis, der sich zn Gunsten der Guäemtanrü- 
scheu gegenüber dieser neuen Tafel aussprach. Forti theiltlfiÖ) 
die formulirten Einwände seines Gegners zugleich mit seiner Er- 
mdernng mit, welch' letzlere uns im Ganzen die siegreichere zn 
sein scheint. Dagegen war es erfreulich, dass Gronau, dessen 
Concurrenzwerk nahe gleichzeitig herauskam, der Leistung Fortfa 
neidlos gerecht wurde. Letzterer lässt die Worte abdrucken 166), 
in welchen sich Gronau tlber das Verhältnias der beiderseit^n 
Tabellen ihm gegenüber brieflich änsserte; sie lanten: «Le noatre 
tavole non si copiano, ab si osteggiano." Die Fortiaehe Tafel 

*) Wir DinthmaBsen, dass diese Erwähnung Betlfa in dem Vorwort 
LaisanCü (s.o. §9) dazu gefUhrt hatte, auch diesen Mann in die Reihe 
jener Mathematiker >u Btellen, welche aich um die Lehre von den Hyper- 
belfunktionen besondere Verdienste erworben haben. £b scheint hier 
eine Sbnliche Jrrung wie die vorauliegeu , welche sich uns eben betreffs 
F. Chr. Mayer'B (§ 3) bemerklich gemacht hat. Allerdings bat Betti 
wie sich in Kap. V zeigen wird, mehrere phyaikaliBche Probleme mit 
Hülfe der Hyperbelfnnktionen behandelt, allein dieaelben waren ihm nur 
Mittel, nicht Selbstzweck. 
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Dfiber za schildern, erBchcint zwecklos, du dieselbe durch ihre 
Neubearbeitang seitdem autiquirt Ist, und letxteie ohnehiD einer 
genaneren Eennzeicbnnng ihrer Eigenthflmlichkeiteii ftlr nnaere 
Zwecke bedarf. 

Von der Thataache ausgehend, dasa die Fläche z eines 
byperbolisclien Doppelaektors mit dem Lambert'&cbeü transBcenden- 
teo Winkel a> durch die Gleichung 

z = log tang (46" + i ro), 
zaaammenhängt, stellt Gronau 167) die Kothwendigkeit von vier 
Rubriken für seine Tafel fest; bei ihm steht 2(p für a>. Die erste 
Spalte giebt den Hulfswinkel fo von Minnte zu Minute fortscbrei- 
lend, die zweite den von ca in erwähnter Art abhängiges Sektor z. 
Will man hiebet statt der eigentlich geforderten natürlichen Lo- 
garithmen künstliche wählen, so kann man diess unbeachadet dei 
schlieaaUcben Richtigkeit thnn , da sich iu den meisten Fällen dei 
sweimal in entgegengesetztem Sinne begangene Fehler aasgleichen 
wird; wenn dem allenfalls nicht ao sein sollte, so braneht man nnr den 
aas den ttblicfaen Tafeln genommenen Wertb von log tsng (ib^ + kea) 
noch durch den Hodulas des kflnstlichen STBtemes {M = 0,43439146) 
za dividiren, um z seihst zu erhalten. Die dritte Spalte enthält 
log Eof z = — log cos a>, die vierte log ©in z = log tang co, 
£a ist sonach für die Anfertigung der Tafeln nur eine ein- 
zige selbstständige Berechnung nothwendig, diejenige von z; 
Alles üebrige findet sich in den trigonometrischen Tabellen be- 
reite vor. 

Nur in jenen Fällen, welche auch bei anderen Rechnungen 
der Interpolation Schwierigkeiten zu bereiten pflegen, treten auch 
hier solche ein. Für kleine <o z. B. bekommt z nicht mehr die 
ndthige Anzahl von Decimalstellen. Man kann sich nun dadurch 
helfen, dass man 

tang (45» + MC tang -= ^^~ , 

j = 2(( + l(S + i(*-t-...) 
setzt nnd die sehr kleinen transscendenten Win&eln entsprechenden 
Sektoren mit Hülfe dieser Reihe berechnet, oder man kann, was 
DOch besser, die bekannten Produktformeln fttr den hyperbolischen 
Cosinus und Sinna logarithmiren 168). Diesa giebt die Doppel- 
reihen ^ 
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1»8 6:1 f =2l(t-|«=+|«'-J««+|«'----) 
3'<C 2'3' 8'3< 4'3<"''5'3" "V 
6'V a'6' 3'6< 4'5''''6'5' "7 

log ®tn — = log a + log - 

Naeh Etäer'ithen Vorschriften luaen Bich dieee Reihen in bo 
sehnell convergirende umwandeln 199), dass man im geg;ebenen 
Falle mit ganz wenigen Qliedem ansreichL 

Gleich als sollte jedes Jahr durch ein neues Tafelwerk fflr 
die Hyperbelfan ktio Den bezeichnet werden, so brachte dae Jahr 
1864 die ebenfalls htlchst anerkenneoswerthe äammlnng von Hoüel 
170). Dieselbe zeichnet sich dadurch vor anderen aus, dass die 
centesimale Tbeilnng beim tranBBcendenten Winkel (hier am h u 
genannt) zur Anwendung gebracht ist Das Fortschrei ton gs- Inter- 
vall beträgt 10 Minuten C/iw» ^^^ Qaadrantes). Eigenthfimlich 
nnd dankenswerth ist es anch, dass neben dem natürlichen Argu- 
ment M auch das Briggs'mhü Ai^ument Mu labricirt wird. Die 
Tafel selbst ist vierstellig; unsere etwas schwerfällige Schreibart 
8, . . . — 10; 9, . . . — 10 ist dadurch abgeändert, dass den Eenn- 
zifTem dieser negativen Logarithmen liorlzontcle Striche ttbergesetst 
werden, z. B. in den obigen Fällen 2, 1 u. b. w. Den Gmncl- 
attgen nach ist alBo die Hoüetizh.« Tafel von der ffronau'schen wenig 
verschieden, aber iin Einzelnen finden sich nicht unerhebliche 
Verbesserangen vor. — Fflr rechnerische Arbeiten, welche eine 
durch die Hoüetüa\i&a Tafeln nicht mehr gewährleistete Oenanig- 
keit erheiBch^n, dient in Frankreich das neuere Werk von Vassai 
171), welches 5 Decimalen giebt nnd von Minute zu Minute auf- 
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steigen läset. Was speziell die Hype r bei fanktionen anUngt, be- 
treffs deren Vassal sich vornimmt, ^de fsciliter l'neage des fonctions 
dites hyperboliqneB coDcuiremen svec celni des fonctionB trigono- 
m^triqneB", so widmet er denselben drei Abthei langen : Die erate 
liefert die natttrlichen hyperbollBchen Linien, die zweite nnd dritte 
deren Logarithmen bezflglicb für die Sexagesimal- and ftlr die 
Centesi mal - Tbeil a n g. 

Welch' groBsee Interesse unser Gegenstand gerade den Fran- 
zosen von jeher eingeflSast bat, ergiebt Bich fernerhin noeh aas 
dem Umstände , dasB man sich seiner Zeit bei ihnen mit der Idee 
einer noch weit imposanteren tabellarischen Untemehmnng getragen 
hat. Wir finden wenigstens folgende gelegentliche Notiz tiber 
die Tafeln von GudermannlTi): „H. Yvon Villarceau les a con- 
sid^rablement perfection^es, en calcnlant cee lignes par eentimest 
k commencer par 0,01, et k finir par 15; le toat avec 18 deei- 
males. Un gouvemement s'honore en encourageant la pnblioation 
de ces travaux." Leider scheint dieses Planes Verwirklichnng 
»Dterblieben zu soio. . 

Deatsoherseits ist in neuester Zeit dnrch Ligoteski ein Beitn^ 
zu den Tafelwerken geliefert worden. Seine umfangreiche Samm- 
lung nautischer Tabellen enthält als siebenten BestandtheillTS) 
eine Tabelle der Heridiantbeile einer Kngel vom Radius 1 nach 
Jüercalor'a Frojelition. Daes die geographische Breite g) durch 
diese, vom Äeqnator beginnend, vergrCssert wird, ist bekannt; 
die Vergröaaemng wird bedingt (vgl. Kap. V. §. 23) darch den 
AuBdrack log tang (45" + ! 93). Eine diesen letzteren Ansdnick 
enthaltende Tabelle gestattet aber, wie wir wissen, auch das Anf- 
schlagen der Logarithmen des hyperboliachen Sinns nnd Cosinus. 
Sin knrze 6ebranchsanweisungl74) vermittelt die beiden an sich 
heterogenen Zwecke der Tafel. 

Forti» Tafe) in ihrer Nengestaltnng ist, soweit wir hier unser 
Augenmerk auf sie zu richten haben, eine doppelte. Die erste 
derselben, überschrieben „Tavole delle fnnzioni circolari ed iper- 
boliche estese di seoondo in secondo pei primI dodioi minnti ed 
esprese con dieci decimali" 175), dient nur speziellen Zwecken, 
während die zweite, ^Tavole delle fonsione circolari ed iperboliche 
espresse con sette deciroali ed estese di dieci in dieci seoondi pei 
primi ed Ultimi cinqne gradi del qnadrante e di minnto in minuto 
pei gradi intermedii 176)", die fttr ans eigentlich wichtige ist Die 
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EinricliLuug der Tafeln ergiebt sicli von Reibst, wenn wir, wie 
folgt, diä obereD und nnteren Spalten -UeberBohrifteit liier wieder- 
geben. Liinks stehen die cyklischsD Fnnktionen des tos 0" bis 90** 
wachsenden gemeinachaftliehen Winkele ff>*), hier iift die Scbemsr- 
tinrong folgende: 

Hin. logsin D log tang DC | log cotang log cos D Hin. jS.Sect.fv' 



Hin. logooa D kigootuig DC| logtaag log ab D lün. | 2. Seat 

fp = 90'— ft». 
Den cyktischen gegenflbei* stehen zur Rechten die Hyperbelfnok- 
tionen, für welche das Arrangement ein gans ähnliches ist: 

Hin. 2. Sect. 9>' D log2.Sect!p' log @in D log &)f D Ampr 



seeT=eo( 



Ampr 



Hin. Tang=taiig9i aini^iZims ^ twigr^S 

y = 90"— A». 
Die Bedeutung des Winkels T ergiebt sich ans den Glüehungea: 
tang T = @tn g>, aee t = Sof ff>; t ist eben Lambert'» tnoHScen- 
denter Winkel 

Da die Forifstha Tafel ^e Logarithmen der natOrliehen 
Zahlen, sowie die Gaus^acheu Additiona- und SnbstnktiooB- 
Logaritbmen 177) enthält, so kann sie aia ein ToUatändiges 
Mannale des Rechners betrachtet werden. So oft in den folgenden 
Kapiteln die Nothwendigkeit nnmerischen Oalcnis sich einateUte, 
ward dersdbe stete mit Httlfe der Fortfacben Tafeln dorch- 
geföhrt 
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Kapitel n. 

■ nnd HypeibeliiiDktÜHiaD, aoB eiiiflr gemeiluamen 
algebraisoheD Quelle abgeleitet. 



§ 1. Aeltere Vorarbeiten. Der Gedanke, dass fflr die 
gonlometri sehen Funktionen eine algebr«Bche Urqaelle existiren 
mäBse, ist kein gani nener. Von dem Augenblicke an, da man 
anfhSrte, die TrigoDometrie ala einen Spezialfall der Kreialehre 
aufsafnsaen nnd zn behandeln, mosete dieser Gedanke Fiats greifen, 
nnd er konnte sich nur immer mehr noch einbürgern, seitdem 
nnter Euler^n HSnden die gesammte Lehre von den Exponentlal- 
fnnktjonen ala einfacher Baustein in das grossartige Gebäude 
seiner Analyais sich einfügte. Gleichwohl ist der Veranch, auf 
dieaes bekannte Verhftitniaa ein in sich geschlossenes System zn 
grflnden, nicht häufig unternommen worden. Ana der älteren 
Literatur sind wir sogar nur eine einsige dahin zielende Abhand- 
lung ansnfflhren im Stande; dieselbe rflfart von TYaJlesl) her, 
welcher die Theorie der goniometrischen Punktionen als einen 
Ausfluss der algebraischen Identität 

ia + b) (c + d) - {]/^-\/bdy+i]/bc + ]/^)^ 
darzustellen sucht 1). Du Traltes das Weaen der eindenüg-perio- 
disobeu Funktionen ulcbt hinlänglich allgemein erfasst hat, so sind 
sänc Ei-gebuiaae bei aller Verdienstlichkeit, welche aie fUr ihre 
Zeit beanspruchen können, keine voll befriedigenden zn nennen. 

§ 2. Fixirung des Prublemes. Ea wird, um nusere An- 
forderungen an eine solche Theorie völlig klar zu stellen, vor 
Allem nothwendig aein, den Grundgedanken derselben vorher 
näher ansznfflbren. Betrachten wir irgend eine gouiomelrlsche 
Relation, in die etwa ansschliesalich Funktionen der nämlichen 
Art, durchweg Sinus oder durchweg Cosinus u. a. w., eingegangen 
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§ 2. Flztrnng des Problem«. 65 

Bind, lehrend die ArgameDte beliebig wechseln. Dann Iftast sich 
die Frage anfwerfen, ob es nicht eine beatimmte algebiwaohe 
Funktion von der Beschaffenheit gSbe, daBS, wenn man in jener 
ersten Gleiohnng dem Zeichen Sinns n. s. w. eben diese Funktion 
anbstitnirte nnd die früheren Ai^nmente dem Funktion szeichen 
als Indices anhängte, die Gleichung selbst vollkommen intakt bliebe. 
Verseil iedenen goniom einsehen würden aneh versebiedene algebru- 
sche Funktionen entsprechen müssen. Ob es analytische Gebilde 
von solcher Doppelnatnr nnd ungleich von der Art gietd, dass 
die zwischen Funktionen der einen nnd anderen Gattung nnter 
gewisBen Umständen bestehendeu Beziehungen stets und in allen 
Fällen bestehen bleiben, das ist vorläufig für uns noch eine offene 
Frage; setzen wir jedoofa eine bejahende Beantwortung derselben 
voraus, so erscheint künftighin die Lehre von den goniometriBoben 
Funktionen als ein algebraisches Problem, welchem sich folgende 
Fassung geben liesse: 

Es soll eine vollständige und in sich geschlossene Theorie 
jener algebraischen Funktionen ün, Vn . • • gegeben tverden, 
welche die Eigenschaft besitzen, bei Interpretation des mit ihnen 
verbundenen Index als eines veränderlichen Argumentes un- 
mittelbar in die — eventuell mit Constanten verknüpften — ander 
weit bekannten Funktionen von einfacher Periodicität ißter- 
zugehen. 

Ein durch zahlreiche geistreiche Untersuchungen, insbesondere 
auf dem Gebiete der höheren Arithmetik, wohlbekannter franzO- 
useher Mathematiker, Eduard Lucas, hat sich mit dieser Aufgabe 
mehrfach und mit Erfolg beschäftigt und endlich die Uauptmo- 
mente seiner dieselbe berttbreuden Uutersuchongen in einer selbst- 
ständigen Schrift 3) von äusserst interessantem Inhalt niedergelegt*). 
Ks wird alid« gezeigt, dass gewisse sehr einfache ans den Wnraeln 
einer Gleichung vom zweiten Grade gebildete symmetrische Funk- 
tionen ea sind, welche den im obigen £nonc^ gestellten Forde- 
rungen genügen. Es wird aber weiterhin noch, aber den nn- 
niittelbar ersten Zweck hinausgehend, der Nat^wws gefQhrt, dass 
diese Funktionen zu den Determinanten, zur Combinatorik, zu 



*) Wir ziehen ausser dieser ersten Veröffentlichnng auch noch die 
zweite Ausgabe zu Bathe, welche der Äntor im ersten Bande des neuen 
amertkaDiachen (S^bvfter'schen) Jonroals für Matliematili erscheinen liess. 
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den unaDdUoh fortUnfenden Radikalen, inr unbeatimmteit quadra- 
tischen Analytik, aar Kraiatheilnog, ja Überhaupt in einer ganzen 
ÄBzahl der feinitan nnd verwickelteten Fragen der Zablentheorie, 
in der näehBten verwandtBchaft liehen Bexiehang stehen. Diese, 
an ilcb ttberans intereeaanten , Anwendungen kOnnen an diesem 
Orte selbstYerstftndlich nur Bnmmarisch skiEzirt, nicht alter ein- 
gehend besprochen werden. Hingegen wird der algebraisch-trigono- 
metrisehe Theil' im Folgenden, wenigstens in allen wesentlichen 
Pnnkten^ wiedergegeben. 

§ 3. Die Funktionen U und V von E. Lncaa. Wir 
bexüchnen mit a und b die beiden Wnrzeln der Qleichnng 

wo P nnd Q als ganze, positäve oder negative, aber anter mch 
thwleri^remde, Zahlen gelten Bollen; es ist also 

Dann weiss man, dass 

a + b-^P, ab^O 
iei Setzt man ferner die Wurzeldifferenz a — b = S, so ist 

J ist also die sogenannte Diakriminant« der Gleichang, welche 

für den Fall gleicher Wurzeln sich annullirt 

Die Funktionen nun, welche nns von jetzt ab speziell be- 

ech&ftigen sollen, bilden wir ans den Wnrzeln a und b, wie folgt: 

rf* — ft" 
II. Un = - — ~, K = ar + b'. 

Dem Exponenten n werde fSr's Erste die BeBcfarftnknng anferlegt, 
ganizahlig und positiv zu sein. Da a*" — ft'" ^ (a" — b') (<i"+6"), 
folgt ans der blossen Definition nnserer Funktionen unverztiglich 

III. Utn = UH.Fn. 

% 1. Reihenentwickelung. Die Funktionen ü nnd f 
geben, je nachdem die Wnrzeln a nnd b der areprAnglichen 
Qleichnng beschaffen sind, drei verschiedenen Gattungen von Zablen- 
rdhen das Leben. Jene Wurzeln kSnnen nimlich sein: rational, 
irrational und conjugirt- imaginär. Jede der drei Gattungen soll 
jetzt einer besonderen Betrachtung unterzogen werden. 

A. Setzt man für a und b witlkttrliche Zahlenwerthe, wo- 
gegen n Bkmmtliche ganzzahlige Werthe von Mull ab erliftlt, ao 
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bekommt mkn Zahlenreihen, welche sich bei genkaerem Zugeben 
lÜB mit den zuerst von Fermat naher untersnobten reksrrenten 
Reihen identlacb erweisen- So liefert die Annahme a -= 3, ^ = 1 
folgendes Schema: 

fi : 0, I, 2, 3, 4, ß, 6, 7, 8, 9, 10 . . . 

R, : 0, 1, 3, 1, 15, 31, 63, 127, 26ß, 611, 1023 . . . 

F,:2, 3, 6, 9, 17, 33, 65,129,257,613,1025... 
Die BeetUigang der in III. ausgeapTochenen BeUfion liegt am 
Tage; es iat s, B. £3 °= 7.9, 1023— 31.33 n. a. w. 

B. Da, wie wir oben sahen, a" ^ I — - — j , ^ ^ f ■ ] 

so ei^eben sich mittelst des binomischen Lefaraatzea die wmteren 
Identitäten: 

AHB diesen wiederum folgt bezüglich durch Subtraktion und 
Addition 3) 

Wird hierin a=-2, ft=l,n-=0, 1, 2, 3... gesetit, so wird 
P, — 0, P, — 1, P) = f , t^ = f*—Q ■ • ; 
p-o = 2, Vt = P, Fj — P*— 2t), r, — 7«— 3Pt* . . . . 
Setzt man andererseits i*= 1, £> ■= — 1, so wird 

and somit _ _ 

„ (l+l/5)'- (l -l/6)- (l+/6)- + (l-t/6)- 

2V6 ' ■ 2" 

Du zugehörige Schema ist jetzt: 

n :0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10... 

0^:0, 1, 1, 2, 3, 6, 8,13,21,34, 55... 

V,:2, 1, 3, 4, 7,11,18,29,47,76,123... 
Diese Form einer dareh einen stets gleichbleibenden Additious- 
proeeoB «ntetehenden rekorrireoden Reihe fuhrt gewöhnlich den 
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N&men der LamS'schan Reihe ; thataächlich aber kommt sie bereits 
bei LeonOräo Fibonacci im dreizehnten Jahrhundert vor, der anf 
dieselbe durch eine Frage der Oebnrta-BUtiatik gefflfart ward 4): 
„Qnot paria coniculorum in aoo anno ex uno pario germinentnr?" 

Setzt mao andereraeite P^ 2, Q = — 1, J = 8, so liefern 
die anfeiDanderfolgenden U^ die sogeDannte PeifatHif: Reihe: 
0, 1, 2, B, 12, 29, 70, 169, 408, 986, 3378 - . - 

C. Die nnmerischen Funktionen der dritten Gattung ent- 
sprechen allen jenen imaginllren Werthen von a .nnd b, deren 
Summe sowohl als Produkt reell und zwar rational ist Fflr 
P'= Q = 1, A = — 3 gehen a und b in die complexen Kubik- 
wurzeln der negativen Einheit über; es wird 

a==i±i^, b='--^\ 
2 ' 2 ' 

P.. = 0, PsH-i =" ^»H^i — (— l)'- 
§ 5. Rekursionaformeln. Unsere n&chste Aufgabe mnsa 
es sein, Relationen anfzustellen, durch deren Hülfe die Funktionen 
V lind y, sei es rekurrent oder independent, led^lich in P nnd Q 
ansgedrDckt werden können. Da die letztere Art der DarsteUnngs- 
weise meistenthella ab eine Oonseqaenz ans der ersteren entflicBst, 
so beginnen wir mit dieser. 

In Gldchnng I sollen beide Seiten mit x' mnltiplictrt werden; 
setzt man, nachdem diess geschehen, x resp. gleich a nnd b, 
so folgt 

0*+-' = /%»"+' — ^, 6*^"* = P6"+i — Qh". 

Durch Addition und Snbtraktion wird hieraus 
V^i = Pü^i—QO^, 

Das rekurrente Bildungsgesetz ist sonach für beide Kategorieen 
von Fonktionen ein und dasselbe; nur die Entatehung der Anfanga- 
glieder ist eine verschiedeno. Der symbolische Caiatl gestattet 
eine Verallgemeinerung dieses Resnltates. Versteht man n&mlich 
unter F irgend ein beliebiges Funktionszeichen , so ist, da nach 
Gleichung I die Argumente gleich sind, 

F{x'^)^F{Px—Q), 
also auch 

a'^Fia^) '■= (fF(Pa—0), b'F{b^) = t^F{Pb—Q), 
worana durch Addition und Subtraktion die symbolischen Gleichungen 
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f 6. Betcnninuten-DarBtellung. GO 

Ü^F(V^^ VF{PÜ—Q), 

V'FiV^-= V'F(PV~Q) 
sieh ableiten laBsen. EDtwickelt man in Beihen, welche nach den 
Potenzen von IJ and V fortachreiten, und ersetet nachher, wie es 
die Rechnung mit Symbolen fordert, die Exponenten durch eben- 
Bolche Indicea, wobei ancli 1 als Potenz des Exponenten Null 
gebührend zn berackeicbtigen ist, so erhält man wieder eine rich- 
tige algebruacbe GrOssenbeziehnng 5). 

So exiatiren beispielBweise for die vorgenannte Keihe von 
Fib<macci-Lami die symbolischen Bedingnngegleiehnngen 

jMt = U*-''{U+ IV, P*-' — V{Ü—iy. 
Rechnet man snr Rechten nach dem binomiBchen Satze ans and 
beachtet, dasB U^. V <= U^' ist, bo gelangt man von den Expo- 
nenten za den Indicea abergehend, zu den folgenden OrOssen- 
gleichnngen: 

Crt-,- f. + (i)t'-. + (2)o-.+ ■■■ +«-,, 

Ffir p '= l reduoiren sich beide Gleiebnngen auf eine einzige, 
nkmlich auf 

and in der That lehrt der Augenschein, dass jedes Reihenglied gleich 
der Summe der beiden in der Reihe n&obstvorbergehenden Glieder ist. 
Die zn Grunde gelegte Gleichung war hier a;* = a; — 1, wo 
P^ Q ^ 1\ geht man hingegen von der Gleichung I ans, nach- 
dem man ihr zuerst die Form X"^ = X — 1 erthellt hat, wo X =• 3f, 
so gefa<)ren sn dieser Gleichung die Wnrzelwerthe et und b"", und 
man hat 

§6. Determinanten-Darstellung. Die indepeadente Dar- 
stellung unserer Funktionen ist jetzt leicht zu erbiingen. Lösen 
wir nämlich die beiden Systeme von je n linearen Gleichungen 
V^^—PVn + QV^l =0, 

On—I^^x + QO^t = 0, 

Ui—Püi + (m =0, 

ü^—PUi-k-QUx'^O, 

Vi—PVi = 0; 
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Die Kreis- and HyperbelfnnktioQen. 
»V-i— Pf'—i + Ö^V-. 



— 0, 



yi—pft+oyt —0, 
y,—pyt — p 

eintDal nach U^^i, einmal nach Fn anf nnd berflckgichtigen , (laas 
Vi den Wcrtb 1, Fo = a* + *° den Wertli 2 beeitet, so Jromnien 
wir zn folgenden Detenninanten-Qnotienten;*) 



Crti- 



0-P 0. 


.0 0. 


l-P 0...0 





l-P 0- 


.0 


l-P Q...a 





l-P. 


.0 


1-P...0 





1. 


.0 


1...0 





-S 0. 


.0 l-P 


0...0 


l-P 


i» 0. 


.0 1 


0...0 


1 

t") 


0-/> Q 0. 


.0 


l-P Q 0...0 





l-i» Q. 


.0 


l-P Q.:Q 





l-P. 


.0 


1-P...0 





1. 


.0 


1...0 





-W 0. 


.0 l-P 


0...0 


l-P 


i» 0. 


.0 1 P 


0...0 


1 

0» 



In beiden NeuDer- Determinanten bleibt nur das Diagonalglied 
1" »»= 1 Übrig; Bomit wird, wenn wir im Z&hler die erste Vertikal- 
reihe zn letzten machen, 



«4-1 



i> P . . . 

1 /* ö . . . b 

1 P Q...QQQ 
1 i>... 

..../' ö 
... 1 P Q 
0...0 \ P 



PiQ 0...0 
1 P Q Q.-.a Q 
1 P Q...0 
1/"... 



O...PÖ 
0.. . 1 i>£> 
0... 1 /» 



*) Diese Indices sind bler gewSbnliche Stellenzeiger, welche besagen, 
dus der beztlgltohen Determinante der Grad n zukommt. 
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DarstellDiig durch KettenbrQche. 
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Diesen AasdrOckeo Iftset sich dadurch DOch eine etwas elegantere 
Oestslt ertheileo, dass man die Determinanten nxoh einer inerst 
von PaimnnQ) gegebenen Anweiaung als eymmetrieche Determi- 
nanten schreibt. Dann ist?) 



\/Q ... 

\/Q P \/Ö ...0 

\/QP_\/Q... 

t/ß ... 

... P i/öo_ 

..-i/ÖPj/o 

...0 \/o P 



P ]/2Q ... 

^ p/q ... 

\fQP\fQ.,. 

/ö i> ... 







... i» i/po 

...\fQ P \fQ 

... \Iqp 



§ 7. Darstellung durch Eettenbrtiche. Die Darstellung 
des Quotienten ^ ' durch einen Eettenbruch kann unn in doppel- 
ter Weise vor sich gehen. Einmal nämlich ist es, wie besonders 
von ScheibnerS) gezeigt ward, leicht mdglicb, jedes System 
linearer trinomiacber Rekorsionsgleichungen mit einem Kettenbruche 
einfacher Form in Beziehung zu setzen; aua 
Piw— ?i"i+Mi — 0, 

P2M1 — ?a«!+M3 = 



folgt unmittelbar 



Betrachtet man andererseits den Quotientea 



g^. 



\/Q P\/Q. 

Vs p ■ 


.000 
.000 
.000 


p i/5 . 
\ß p\f». 

l/SP . 


.000 
.000 
.000 


000. 
000. 
000. 


. P]/ÖO 
.\fQ P\Iq 

. a \Iq p 
0.) 


000. 
000. 
000. 


. p\ßa 

■ \/Q PfQ 

■ l/SP 



Bo ttber!S«agt man sich leicht, dass diese Determinanten „znaammen- 
gehörige EettenbrnchdeterminanteR" in dem vom Verf. normirten 
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72 Die Kreis- and Hyperbelfanktionen. § 7. 

Sinne aind, und yoh ihnen gilt der gleieh&IlB von demBclbend) 
bewiesene S^tz, daas ihr Qnoüent ohne Wdteres als Kettenbnicfa 
geBcluieben werden kann. So wird 

V. p—o 

und analog (wenn anch hier viedernm daa erste P als erster 
Partialbrnch sSblt) 

j:^ p-2 

Besttraint man den independenten Anadmok fUr Jeden solchen ein- 
gliedrig-periodischeD Kettenbrnch*), so gelangt man zu der be- 
kannten S/cm'Bchen Formel 10) and findet fllr n aufeinander- 
folgende Periodeglieder die Snmme 



(M/f-r-d-l/f- 



( 


M/f-^'T-d-l/f^ 


:.)■■ 






Hiefttr lasst »ich achreiben 










<l~ti_S-+> 










a'—i'"' 








es ist also 










Für ein stets 


grässer und gröaaer werdendes n 


nähern 


da b< 


a, 


beide Brflohe sich der NnU, d. h. ea ist 










-^-' 










n—oo 









') Bei dem «weiten der obigen Eettenbrllohe beginnt die Periode 
anoh erst beim zweiten Theilbruob. 
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§ "i. Dwitollang dnnsh KettevbrUoha 73 

Dieea gilt jedoch nur für <lie Gattongen A nnd B nnseror obigen 
Reihen, Bomit nicht fflr don Fall complexer Wurzeln der Gleichung L 
Ldat man analog das verallgemeinerte trinomJsche Glelchnngs- 
sjstem dnrch Kettenbrilehe auf, so wird 11) 

_ (r &■ 

Die gewitwen Theilbrflchen angefügten StellenKiger deuten an, 
ans wie viel TheilbrDohen der Eettenbnieb bis dahin besteht 

Erinnert man uch des bekannten Satcea, daas unter ~ — -, 

qi + i 

' "*"' . — drei conaekatiTe Nähernngswertbe verstanden, immer 
Pi+1 Pf+i ^ (— 1)^^ ftt fta ■ . . ftffi »ff» 

ä'i + l ?* + ! ffi+I 8i + » 

aein mnas, wo ft] . . . fr^-i die TheilzXhIer des Kettenbrnches vor- 
stellen, BO ergeben sich, je nachdem wir die speciellere oder die 
allgemeinere Ketten brach- Form von oben zu Grunde legen, nacb- 
stoheude Gleichungen: 



Direkt lassen sieh die Gleiohnngen VIII leicht verifieiren, sobald 
man U, V and ^ in a und b ausdruckt Dann wird nfanlioh 

4 fje' — («'" + »*■— äp") 0' , 

worana durch Snbtr&ktioii folgt; 

IX. Vl^ — if Oj — "r V^^. 
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74 Die Kreis- und Hyperbel fnnktlonen. $ S. 

FOr r 3>= 1 nimmt IX die «infache Form an 

von dieser Gleichung liest üeh 12) eine hübsche Anwendang auf 
eine Anfgabe der diophantiachen Analytik machen, nämlich auf 
die LSsnng der folgenden Verallgemeinernng der Peltachm 
Congniens: 

x^ = ay^ {jDoi. b). 
§ 8. Darstellung dnrch Btncbreihen. L. Euler hat 
13) fOr die Verwandlung des KettenhrucheB 







'-'^^^^h... 


■" 


eioe 


Ruhe folgende ideuUtSt angegeben: 
^0 aß aßr aßyö 
9\ ffift ?!?s 9a9i 



Hält man beim nten NKhernngsbrnche an, ao kann man unter 
Beibehaltnng der im vorigen Paragraphen eingeführten Bezeich- 
nung anoli Bohreiben, waa anch schon an sich einleuchtet: 

- = K •~^4-(?^—^ + {?^—^+ \-(^" /"~' l 

*n 9i Vft 5'i/ Vft <hJ '" \9n 9n~i)' 

^n+i V" 

In unserem Falle laaaen sich die beiden fOr — ,%- - und -= — 
^H "n—l 

erlialtenen continnirlichen Brflehe ersiohtlioh so darstellen: 

oder, indem man wieder zur £W«r'iohen Sohreibweise sich wendet, 



V, 
B,' 


P' 


0, 




10 W' 

y,y, y,y. 








Dergeatalt ist der Quotient zweier oonsekutiven Funktionen ^nnd 
V durch eioe Partiaibrucbreihe ausgedrückt. 

Yerßlbrt man ebenso mit den beiden allgemeineren Ketten- 
brUcheu, so resultiren die folgenden Reihen 14): 
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DarBtellnug durch na endliche Badikalo. 







Für eine andere Verbindnng der Funktionen U nnd V, nämlich 
fllr die Quotienten 



''n+kr 
U„A 



hat Lucas ebenfallH sehr elegante BruohTeilien soge^ben Ifi). 

§ 9. Darstellung durch nnendliche Radikale. H&bea 
wir in den letzten drei Paragr&phen dargethan, wie wichtig die 
genaue Kenntnisa der Fonktionui U und F für die Lehie von 
den Determinanten, den Eettenbrflchen und den Partialbrnchreiheu 
uch erweiflt, Bo wollen wir sie noumehr mit der Lehre von den 
QoeDdlich fortlaufenden WorzelgrOsBen in Vorbinäung setzen, 
welch' letztere in der 15. Sektion von Lucas' Monographie 16) ab- 
gehandelt wird. Die Gleichung I liefert 

3: _ ±l/— ß + Pä; 
setzt man fOr jedes x diesen Process fort, 80 ergebt aich der 
endlose, gegen die Grenze x eonve^irende, Warzelanadrnek 

x= ±\/-Q±P \/—Q±P l/-(>±... 
Ist Q negativ, so ist x gleich der positiven Wurzel a\ so ist 
ferner, je nachdem man anf die drei als Musterbilder A, B, 
angefahrten Reihen von Fibonacci-Lami , Pell nnd Fermat nnaer 
Verfahren anwendet, 

i(i+i/5) = l/i+i/i+i^i+t/r+ . . ., 

i+l/2 = l/i+.2 l/i + 2 Vi + 2 i/r+TTT, 

2— 1/— 2 + 3 l/— 2+3 /— 2 + S|/— 2+ .... 
Die Bedeatnng dieser Radikale im Allgemeinen hat sieh in aller- 
nenester Zeit durch die von Äsirand mittelst derselben geleisteten 
eipliciten Auflösung der trinomisohen Gleichungen 17) wesentlich 
gehoben. Wie sich der Grundidee seines Verfahrens eine ganz 
nene Seite abgewinnen lättet, hat Verf. dieses an einem anderen 
Orte nachzuweisen gesucht 18). 
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76 Daratellung durch unendliche Badiliftlc. § 9. 

Betracbtet man nun die durch direkte Aasrechnung zu verifi* 
cirenden Formeln 

Fj,= F^— 20", 

ao folgt KUB der ersten derselben Buccesaive 



und hierftUB wiederum doreh gerägDete Substitution 

r«= Vi{^+\/2&"+\/2Q"+]/2Q^ 

Der Eweiten Formel entnimmt mtn 

Die Verbindung dieser Folgeglieder unter sieh selbst wflrde bu 
einem höchst complicirten Warzelausdnick führen; bildet mta 
dagegen ^__„_^ 

und Tcrwendet weiter oben diese Werthe för V^, fa,, Pi» . . ^ so 
ergiebt sich z. B. naeb der yierten Snbs^tntion 



V,=-V iQ'+V ' 



Der Grensttbergsng snm Unendlichen liefert alao beidemale den 
nftmlioheu Werth für F., wie zu erwarten war. 

Kenner der Trigonometrie wissen, dsss man zu ganz den- 
selben Ausdrucken gefohrt wird, wenn man reap. die Werthe von 



16 



v.L.oogIc 



Additionatbeonm für ü nnd V. 



3 ' 6 ' 12 ' 24 3. 3- 

als Funktionen der Einheit, resp. des Krusradins medenogeben 
ancht. Hieduroh schon wird auf das VerhaltnUa unserer Funk- 
tionen zur Theorie der Kreistheilnng einiges Licht geworfen. 

§ 10. Additionstheorem fttr U und V. Wir utellen 
nuB nnn die weitere Aufgabe, zu untersuchen, oh fflr die Funk- 
tionen U and V ein Additionstheorem existirt, mit anderen 
Worten, ob sich Funktionen mit zusammengeaetztem Index (fR+n) 
snf n&tflrliche und einfache Weise durch Funktionen mit den 
Indices m nnd n darstellen lassen. Da 

r« + 6U^ = 2fl", Vn + äU, = 2fl" 
nnd S^^A, ao ergiebt üoh durch Hnlliplikation dieser beiden 



r« V, + JUm Un + ö (u^ r, + u, r«) — 4a-+". 

Wflrde mau statt a die andere Wurzel b der Gleichung I setzen, 
so mflsste man auch ä In ( — ä) Tcründem; es ist also auch 

F„r, + AUn,Un — HVm Vn + ü,Vm) = Üf^. 

Berflckuchügeu wir aber, dasa nach den eiuleitenden Besdmmuugen 
„-H.+S-1-. _F^., _?5fr:»=±! p^, 

<o leiten wir durch Addition und Subtraktion nnverzüglich die 
folgeoden wichtigen Formeln 19) her: 

12P-+.— P»F,+ I/.fV, 
^ 1 2r,+. = F, r, -(- äVm v„ . 

Vertauschen wir n mit ( — n) und wenden die leicht heweisbareo 
Umaetzangsformeln 

SD, ao stellt sich dem System X. das weitere zur Seite: 

^' I aiJ'iV-, = v^v,—Aujün . 

flwcA ffie Doppel -Reiatwnen X und XII ist bemesen, dass 
den Funktionen U und V ein Additionstheorem zukotmit. 

Will man Mittel erhalten, um Summe und Differenz zweier 
Funktionen von gleicher Gattung, aber Terschiedenem Index in 
«is Produkt flberanfubren, so hat maji nur resp. je eine der 
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Dip Krals- nnd Hypwbelfaiiktloaeii. 



beiden Qleichiingeti von X und XIT dnrch Addition nnd Subtraktion 
mit eiDADder zu verbinden. Es ergeben sich, wenn noch 

ffl + n ■—r, m — n ■=• s 
gesetzt wird, folgende vier nene Gteichnngen : 



U^+0 



U^-= U , V 



J'—Q * r, = AU V 



§ 11. Identitftt von I/nnd Fmit den goniometriBcheo 
Fnnktionen. Ans der elementaren Mathematik und nns nun 
aber Fnnktioneu bekannt, welche sich ebenfalls eines Additions- 
theoremes erfreuen, die trigonometrischen Funktionen Siuna und 
Cosinns. Um fttr die Analogie zwischen diesen Grössen nnd 
nnseren TJ, V festere Anhaltspunkte zu gewinnen, erinnern wir 
nns an nnsere obige Oleiehnng III: 

welche eine anffallonde Aehnliehkeit mit der bekannten Formel 

sin 29> = 2 sin 91 cos 9:> 
verrith. 80U diese Aehnliehkeit kein blosses Werk des Zufalles, 
sondern in der Natur der Sache begründet sein, so mnas offenbar 

C» = 2 Bin»p, r„ = 2 co8»p 
gesetzt werden dfirfen. Hiedurch fahlen wir uns enn&chtigt, unter 
Vorbehalt strenger BegrDndnng a posteriori folgenden Satz als 
Hypothese zu formnliren: 

SSmmtHche für die Funktionen V und V gewonnenen Sälie 
gehen augenblicklich in Sätze der gemähnlichen Gotüometrie über, 
sobald man U mit dem durch die Zahl 2 multipltcirten Sinus 
und V mit dem durch die gleiche Zahl 2 multiplicirten Cosims 
vertauscht, an Steile des Index dagegen das Argument treten 



■v, Google 



S 11. AuafllhniDg Im Detail. 79 

lässl. Bern bisher als positiv und ganzzahlig betrachteten Inäex 
wird nimmehr kraß des sogenannten Permanenzgesetzes freier 
Spielraum unter allen reellen Werthen ^ — 1, ^1 zugemesen.*) 
Ehe dieaa geschieht, müiseD vir znvor Aber die noch «1b 
heliebig anzasehenden Worthe a und h in gengneter Weise dis- 
ponirt hahen, solangä n innerhalb aeinea nnprfiDglichen Werth- 
vornthea verharrt Es muas aonach die Öleichung 

f/». + P». = [( '^ä~ft' ) ' + («■ + ^")*1 -=4 — 4 (Bin» n + cob* n) 
beMedigt werden. Wir beweiaen zu dem Ende den folgenden 
für nns wichtigen, anacheinend noch nicht bemerkten Lehraatz: 
D^ Gleichung 



(^^' 



+(ffl- + 6-)^ = 4 



wird/ur sämmtliche ganzzahlige imd positive Werthe von n durch 
folgende Werthe genügt: 



Um diese einsnseben, berttckaichtigen vir zunächst die That- 
s&cbe, daas 

a—b = i, (a— &F = — 1 
ist Dann aber redacirt sich der Unksateheode ÄnSdrock anf diesen. 

4a"Ä" — Hab)' — 4 (^^)' = 4. 

Bei allen folgenden Umsetzungen unserer algebraischen 
Funktionen in goniometrische gelten aiso folgende Zahlender the: 

a_4tl, ,__%!,, _,,^_,. = _1, 

Dieee voransgesetzt, nehmen wir mit den wichtigeren unter den 
oben erhaltenen Gleichnngeu die angedeutete Transformation tot; 
die ao sich ergebenden neuen mögen als Tranaakriptionen der alten 
dnrch ein diesen letzteren beigefägtea a) ch&rakteri^rt werden. 

§ 1% Änaführnng im DetalL Ans III folgt, wie wir 
schon aahen, ohne Weiterea 



*) Von diesem Oesetze mnaa im VIL Kapitel so aasflibriiah die 
Rede aein, das wir an obigem Orte una ein näheres Kingehon anf das 
selbe ersparen konnten. 



,..d:,i. Google 
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III*\ Biii2it — < 2aiiiR coan. 

Giebt man ferner der einen Seite der identischen Qleichuiig 

2 ain (fi + r) coBr =■ 2wn(n+'")co8r 

2B + 2r /StN 
die Form 2 sin — coal — I, bo erkennt man diesa sofort 

als gleich mit (•in(n+f) +üun), also ist 

VI"-*. Bin(«4-2r) = 2 Bin(n + r) cosr — einn. 

Denn in diese Gleichung geht 

dnrch die vorzanehmenden Substitutionen Aber; ebenso ist 

V^ir = fr V^—Q- V 
anr tm anderer Aiudroek Ar 

co8(n + 2r) = 2 co8(n-(-r) cosr — cos«. 
Die allgemeinen Kettenbraeheatwickelnugen haben jetst diese 
Gestalt: 

Bin(n+l)r 



1 



ooB{n — l)r 2e«flr- „ 

2 cosr — . . . 

Fflr die Gleiohnngeu VIII treten jetit anf die folgenden: 
„Ijj^, j sin'nr — siii(n — l)r Bin(n+ l)r =• BinV, 
' I coa*nr — cos(n — l)r co8(n + l)r = sinV. 
QSite es eine unabhängige VerlficatioB derselben, so brauchte man 
nnr zu beachten, dasB durch Addition und Subtraktion ans den- 
selben Bwei bekannte Relationen gefolgert werden können, nftm- 
lieh diese: 

1 — coB2r ^ 2siB*r, cos*nr — sin^nr — eoB2nr = 0. 
Aus IX folgt 

Bin'(n + r) — Bin*« -= sinr sin{2n + r). 
Auch diess entflieest, an und fUr sich betraehtet, der Identität 
Bin'(n + r) — sin^n ^ (sin(n-{-r) + Mnn) (ain(n + r) — sinn). 
Alu Partialbruchrciheo stellen sieh dar: 
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co8(« — \)riManr/' 
Gleicbnng X( fflhrt in den goniometriBchen FunktioneD Degativen 
Ai^nmenteB; es ist 

„_j j BiD(m+ n) = Bin f» ooBn + sinn ooBfli, 
1 coa(nt + n} = coamcoBn — sinmBinti; 
"SI'K 8iii( — n) = — ainn, co8{ — n) — oobb; 
Tri"; (^"{m — ») -= sinnicoan — unncoBin, 
' ,i dob(iii — n) = coBfflcoin + unmBlnn; 
und die zur Ueberfllhniiig tod Snmmeti und Differemeo in Pro- 
dukte dienlicheD Relationen sind: 

r + s r — s 



inr-fains = 2wn- 



» . r + s 
coBr — COBS — — 2 Bin — s — i 



r + s 

r — s 



Hiermit ist unser Programm vollstAndig erfDIIt 

§ 13. Einfflhrnng des Begriffes der Hyperbelfnnk- 
tionen; Allgemeines Ober Periodicitftt Insoferne jedocb 
die Basis, von welcher vir ansgiengen, strenge genommen nnr 
eine empirische war, so bedürfen nnsere Resultate einer von all- 
gemeinen GrnndsfttEen auBgehenden direkten Verificimng, Wir 
schlagen deshalb nach dem Vorgaoge von Lucas 20) folgenden 
W^ ein. Setit man in den bekannten Eiponentialglelcbnngen 

".M 5—, »mM jj 

den reellen Faktor des Argumentes 

2 = K^logr, 



OUBthar, bnmboL FonktiaUB. 
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80 wird 

a ? J -'-. 

l~' ' a-' • 
aomit auch 

Im allgemeinBtei] Sinne also, und für beliebige Wertbe von a nnd 
b existirea fUr Uu und V„ äquivalente goniometriache AnsdrDoke; 
es iBt 

..-2/ 00.(1 10,0.. 

Wir Beben uns solcbergestalt zu einer gewissen Funktionsgattnng 
gefuhrt, welcbe uns bislang nocb nicht entgegengetreten war. 
Aus XIV. folgt nämUeh: 

Aus Gründen, deren Berechtigung das nächste Kapitel dar- 
(hun wird, nennen wir derartige goniometriscbe Funktionen 
imaginären Argumentes Hyperbetfunktionen, und zwar den Cosirms 
eines solchen Argwnentes hyperbolischen Cosinus, den mit - 
multiplicirlen Simis jates hyperbolischen Sinus. Die Funktionen 
U„ und Vf stellen demgemäss in ihrer vollsten Allgemeinlteil resp. 
einen mit gewissen Constanten mulliplicirten hyperbolischen Staus 
und Cosinus dar. Da die absolute Einerleiheil jener Funktionen 
mit den Kreisfunktionen durch laimillelbaren Vergleich sich heraus- 
gestellt hat, so erhellt weiter: Beide Galtungen, die Kreis-, wie 
die Ilyperbel/unktionen, haben ihre gemeinsame Wurzel hi der 
Theorie der algebraischen Funktionen U und V und gestatten die 
Durch/ührung eines conse^eitlen Dualismus. Insbesondere be- 
sitzen die Byperbel/iinktionen ehi Additionsiheorem und eine 
Periode. 

Periodisch nämlich werden von uns alle Funktionen genannt, 
welche sich selbst reprodnciren , sobald zu ihrem Argument be- 
liebige Multipla einer gewissen constanten Grösse, welche eben 
die Periode beiast, hinzugefügt werden. Die einzigen periodischen 
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EinfUbrnng das Begrlffss der ByperbelfanktionOti. 



Funktionen, zn deren Betnohtang die Elementtrmtthematik Veran- 
lasBnng giebt, sind die goniometrlsohen Sanktionen dea EreiBes. 
Höhere Oeometrie nnd Integralreohnnug forderten gleiolimllBsig 
duü inf, diesen die goniometriachen Funktionen der Hypertwl 
als ebenbürtig zur Seite su BteUen. Beide zoMunmen gehSren an 
der wichtigen Klasse der einfack- periodischen Funktionen. Die 
Geometrie lehrt, dasB, wenn (Fig. 12a) anf der Absciasenaxe eines 
Fig. 12a. Fig. 12 b. 
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Orthogonalsystemee die den Vielbclien der Zahl 2x ^ 6,2832 . . . 
eDtaprechenden Punkte markirt nnd durch sie Parallelen znr V-Ait 
gezogen werden, aldann die Bbeue in Parallelatreifen zertheilt 
wird, innerhalb deren die Funktionen aina: und coax einen be- 
Btimmten Werth nur je eiumal erlangen, so daas also innerhalb 
jedes Streifens stets die nämliche Veitheilung der Werthe eich 
reproduoirt. Aehnlioh verhält aich die Sache bei ! yi, wenn 
(flg. 12a) die Theilpunkte, jeweils um 2Jr( von elnauder entfernt, 
aaf der Ordiuatenaxe liegen nad die Begrenz ungsliaien der Streifen 
der ^-Axe parallel lanfen. Hat man endlich etue Funktion 

»(,, jt) = 1 + 2^«^' + 2e**+*' + 2e»*^ + 2c"'+«' + . . ., 
so geht dieselbe in sich selbst oder in eine nnr nm einen Faktor 
abweichende Funktion Über, wenn man, z = x-i-it/ vorau^esetzt, 
entweder den reellen Bestandtheil x um ein Hultiplum einer 
Cuustante (hier ±A') oder den imaglnäieu Bestitudtheil y nm ein 
HulUplum einer Constante (hier -i: Jii) wachuun oder abnehmen 
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$4 Die Erels- und B^perbelfankcioiien. % 13, 

lasst Jetit ^nd die vorhin nnendlichen PlScheittheile, innerh&lb 
deren die Fnnktiou nur einmal einen bestinjinten Werth annehmeu 
kann, endliche Parallelogramme von den Seiten — & and — ix, 
deren eine stets der Ordioatenaxe parallel ist, während die andere 
mit der Ahsdasenaxe einen Winkel gleich arc t»og-l änschliesst, 
wo | + My = Ä* (Fig. I2b)21). Denn ans unserer Definition geht 
die Eigenschaft 

»{z+pxi+q£, K) = «-^?**'+2?2)fr(z, Jf) 
nnmittelbar hervor. Vgl auch Kap. IV § 15. 

Das Stadium der einfacb-periodischen Fnnktionen ist also in 
jeder Hinsicht eine unerUlssliche Vorbedingung fOr eine umfassende 
und universelle Theorie der Periodicität selbst, deren Grundlinien 
neuerdings von Weiersfrass 22) gezogen worden sind; schon nm 
desswitlen, weil es keine eindeutigen oder sogar endlich-viel- 
dentigen Funktionen Einer Variablen mit mehr als zwei Perioden 
geben kann. Die strenge Conseqnens wflrde die Einhaltung eines 
darchgebenden Parallelismus zwischen den Funktionen reellen und 
imaginären Argumentes erfordern; da aber die erstcren schon so 
häufig und von den verschiedensten Standpunkten ans abgehaadelt 
worden sind, so lassen wir sie als solche hei Seite und tragen 
ihrer analytischen wie geometrischen Gleicbberechtignng nur in- 
soweit Bechnang, als es sich eben mit den von nna angestrebten 
Zielen verträgt 

Wenngleich nicht von einer algebri^chen Basis anagehend, 
verdient gleichwohl noch jene einheitliche and geneüache Ent- 
wickelnng der Theorie der Kreis- nnd HyperbeUnnktionen Er- 
wähnung, welche in jüngster Zeit von Fiion Vil!arceau2i) ge- 
geben worden ist und von der Frage nach allen der Gleichung 

«""' = 1 
genügenden Werthen ausgeht 
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Eapltel lU. 

Theorie der emfachen HyperbelfanHioneii. 



§ 1. InhaltsbeBtimmung eineB hyperbolischen Sek- 
tors. Der Winkel als solcher iat ein von der Cnrvenlehre absoint 
anabhängiges Gebilde, and lediglich die Eigenschaft des Kreiees, 
dasB Cen tri Winkel und Bogen sich zugehörig und proportional 
verändern, gestattet die MesBiing der Winkel durch Kreisbögen. 
Den Winkelbegriff als solchen mit irgend einer anderen krammen 
Linie in irgendwelche Beziehung zu setzen, verbietet sich daher von 
selbst. Etwas anderes ist es mit dem Kreissektor, fttr den man 
bei jeder symmetrischen Mittelpnnktscurve ein Analogon aufsuchen 
kann, sobald dieselbe nur eine hinreichend einfache Quadratur 
zul&BBt Da vir vom Kreise zur gleichseitigen Hyperbel abergehen 
wollen, Bo haben wir zunächst letztere zn quadriren. Mit Hülfe 
der Integralrechunng macht sich diess besonders leicht, allein 
such ohne dieselbe ist die Aufgabe lösbar, und zwar hat eine 
lediglich mit den Mitteln der elementaren Mathematik durchge- 
führte Behandlung den Vorzug, bei weitem instruktiver zu sdn. 
Bereits aus dem vorigen Jahrhundert liegt ein wenig beachteter 
aber ganz beachteuswerther Versnch 1) in diesem Sinne vor; neuer- 
dings haben Grunerl 2), Nizze 3) nnd Essen 4) solche Bearbeitungen 
veröffentlicht. Das Verfahren des erstgenannten soll, wenn auch 
nicht ohne Veränderungen nnd Abkürzungen, hier wiedergegeben 
werdea 

Wir betrachten znerst eine willkflrliche Hyperbel vom Mittel- 
punkt C (Fig. 13) , welche auf ihre (schiefwinkligen) Asymptoten 
bezogen ist Die Punkte P und P^ haben also bezüglich die 
Goordinaten x = CO, y = QP; xi ^ CQt, y^ = QiP\. Zieht man 
noch PP, und erinnert sich der Asymptoten-Oleichung der Hyperbel 

a^ + ii^ 
«y =-= «iVi = 7 — . 
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wo a nod b die 
Halbaxeo b«d«n- 
ten, so erhält man, 
wenn noch a den 
Winkel der Asym- 
ptoten Yorstetlt, 

^r den Inhalt des 

Paralleltrapezea 
^£>iA=rnach 
und naeh folgende GIdebnngen 




-(j;,— »)(!/ + Vi) K 



r« 



o' + ft' 



(X,-^)(i + i)8 



x', — X* 



da Ja 

Bin« =" , . ,4 
a* + Ä' 

Veratefaen wir nun anter §, §i die AbsciBsen irgend zweier 
anderen Punkte der Hyperbel, T dia dnrch sie heatjmmte ent- 
sprechende Faralleltrapez seinem Inhalte nach, so wird natflrlich 



-i-^-ö- 



x:xi^§:gi, gl — --; 
alsdann ist offenbar auch 

d. h. ans der Proportionalität der Abscissen folgt die Flächen- 
gleichheit der betreffenden Trapeze. 

Greifen wir jetzt ein solches Trapez t heraus, desaen be- 
stimmende Abscissen X und x {Ä'!>x) sein Bollen. Zwischen 
die Endpunkte der Orundlinie werden (n + 1) Punkte eingeschaltet, 
jedoch nicht äqnidistant, sondern so, dasB für die entstehenden 
Abscissen Xi, Xj . . . x^i folgende Bestimmungsgleichnngen gelten: 
Xi = tax, Xt -= a>^x . . . x*=^ m'Xf x^i ^ o>*^"'a;. 
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S 1. Inh^tabefitinuimng eines hyperbolischen Sektors. S9 

Du hiernich 

Xi : xj ^t' Xf : X3 m-^ x„ : x,^i, 
Bo BiBi die resp. durch die AbscigBen Xt nnd Xt^i fisirtcn Klemen- 
tartrapeze nach Obigem flächengleiob (jedes •^ r); wird nocb 

voransgesetzt, und im AnBOhlnaa hieraa 

/ = (n + l)r, C = (n + 2)T 
aDgenommen, bo ergiebt sich 

i <o 

Es iBt aber 

ßjH-i = 5!H2 _ o,H-i = ^^, (»i + l)Iogco = log-^, 

(n + 2)log(D -log^. 

( = -r ae— j log^^^u j' = - oft — -. log -=^. 

4 a»Ioga} a; 4 ologfo aj 

I und f colnddiren fllr ein gegen die Einheit conTerg^rendes c 

da aber 

,. w^— 1 



a>Iog(U 



= 2,*) 



*) Erlaubt man sich, von der Differentialrechnung Oebranch va. 
machen , eo ergiebt eich , da für tu == 1 der Brach in die Fonn ^ Kber- 
^bt, sofort 



(ulogo. ~, 1 ~ log«. + l -*■ 

(a. = n (» = 1) (a. = l) 

L^t man andererseits die bekanntlich ohne jede Beiiiehnng höberer Rech- 
noDgBweisen m beweiBende, fUr jedes vt'-^i geltende, Relation 

log(l~u*') —at' — Mio"' 
lu Grunde nnd setzt oben toss t— o', so ist jedenfalls m'^t, und ' 
mui hat 

"■"".ito^ -M°'(l_«,')log(l-.B') ='""(i-«.'){-«''-Jtf<"")- 
(<» = |) {B.' — 0) (a>'=0) 

Der letzte ÄnBdmck nimmt alsdann folgende Gestalt an 



■v, Google 



90 Thaorie der einfachen H3q>erbelftnikt]0Den. 

au ist Bchliesglich 



Der Voraug dieser elementaren Darstellnng gegenüber einer andwen, 
welche ganz ueoerlicb erst von AzzarelHb) in Vorschlag gebracht 
worden ist, besteht wesentlich darin, dass letztere von der un- 
endlichen Reihe fflr log (1 + x) Gebraacb macht, während in 
nnserem Falle die Bestimmnog des obigen Limiten nicht ooth- 
weodig von einer Reihenentwickelnng abhkngt, sondern anch anf 
verschiedene andere Weisen erfolgen kann. 

Gehen wir nnn za dem fQr uns wichtigen Falle der gleich- 
seitigen Hyperbel Aber. Wenn wir noch fitr einen Augenblick 
bei Fig. 13 verbleiben und die znm Scheitel A gehörige Ordinate 
Aß ziehen, so wird CB = AB, 



Stellen wir uns also vor, wir betrachteten blos solche Trapeze, 
welche die Scheitelordinate zur einen Begrenzungslinie haben, 
so würde 

'— 2«^ (log^— logffl + log(2cos|)). 
Ist die Hyperbel eine gleichseitige, so wird - = 45", 2co8- = 

-7^ = l/a, somit jetzt, da « <— 6, 

1/2 ' ^ 

( = ^ a^ (log J'—logö + logt/2). 

Da wir im Folgendon die reelle Halbate a, oder, wie sie in älteren 
BUoheru genannt wird, don hyperbolischen Sinns totus, unter allen 
Umstanden gleich I setzen, so wird log a=0 und, 

<-|log(J:i/2). 

Sei nnn (Fig. 14) G das Gentram einer gl^chseitigen Hyperbel 



(«.' = 0) 
wie behauptet war. 
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vom Scheitel A; von C sei Dach eiDem willkürlicheB Pnnkt P der 
Hyperbel der Fahrstrahl CP gezogen, und ta sei nach dem Fl&chen- 
inbalt a des so entstandenen Hyperbel -Sektors ACP^etragL Zieht 
man die Ordinaten AB und PQ, so ist 

SeoL ACP+ A CPQ = ^- "■ 

TrapeB ABQP+ A CAB. 
DasB die beiden Dreiecke flftchengleicfa 
sind, erbeut ans der Asymtotenglei- 
chang anserer gleichBeitigen Hyperbel 

somit iHt C R- A S 

Ö = Sect. ACP = Trapez ABQP — ^ log (J:]/2), 

wo CO = X 

Ks Obrigt uns noch, von dem Ooordinatensystem der Asympto- 
ten zu jenem der Haaptaxen überzagehen. Ziehen wir QB und PS 
normal in der groesen Axe und PU normal zn QR, ao wird 
offenbar 

1/21/2 

Ort ^= -^^^ ^= Oo~^""^ l 

1/2 Y2 

hieraus folgt dnroh Subtraktion, wenn noch PS^y, CS'=x die 
neuen Goordinaten sind, 

1/2 "' Jf " ' ;/2 x—y 

Subetitnirt man oben diesen Werth und muItipUcirt beiderseits 
mit 2, so resultirt der wichtige Lehrsatz: 

Ber Flächeninhalt eines hyperbolischen Doppelsektors ist 



da die Gleicfamg der Hyperbel 

{x—y).(x-\-y) = \ 
ist. 

Will man die Fläche des Doppelsektors anBaohliesBlich durch 
die eine oder andere Cooräinate ausgedruckt hat)en, so ist 
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IL 2<r = log(x + V^a:«— 1) = \og(y + ]/y^l) 
zn aetzen. 

Die Integralrechnung gelangt natflrlich za dem gleicheo £r- 
gebniBs. Wird die Oleichnng 

d&dnrch poUr traneformirt, dass la&o x ^^ r coi^, t/ = r sinip 
setzt, so ist selbe jetzt 

r^coaäip ■" 1. 
Weiter folgt nach einer bekannten Formel der Qaadratar 

^ ^^ 2 «t oosSip 
Da diesB Integral einen leicht zn findenden Werth hat, so wird 

oder ds tang 9> ^ - , 



1 . 



.£+!'. 



1 , 



wie oben. 

Anch die Formel III wird fflr nns in der Fo^e eine be- 
sondere Wichtigkdt hedtzOD nad mehrmals eine Hauptrolle spielen. 

§ 2. Definition der einfachen Hypcrhelfnnktioi 
Fasst mau das Wesen der Kreisfanktionen anaiytiach, so ist be- 
kanntlich (Fig.' 15a) daa Argument u der Fanktionea ainu, cosu 
Fig. 15. 



■ 


^ ,, 


f\ 


^ 


' 


4» 




eiD doppelter Kreissektor, s. B. die zweifache FUche des dem 
Einheitakreise angehörigen Sektors ÄCM, 
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M= 2.äect. iä^TC. ACM. 
Um die einzeloen Funktionen geometrisch dsnuatellea, fülle man 
von M anf die beiden Äxen €Ä nnd CF die Senkrechten MP 
and MQ, ziehe in A und in dem um einen Quadranten von A 
abBtehenden Pnnkt B Berührende an den Kreis nnd rerUngere 
beide, bis sie den verlängerten llalbmesaer CM resp. in T nnd V 
treffen. Endlich ziehe man in ^ an den Kreis eine Bertthmnga- 
linie, welche von den Aien reap. in D nnd E geschnitten wird. 
Sodann ist, wie man weiss, 

sin u = MP= GQ, cosu = CP-- QM, 
tang« = AT, cotangw = BT'. 
AIh Sekante nnd Goaekante pflegt man gemeiniglich die Strecken 
CT nnd CT zn bezeichnen, besser ist es jedoch*), die Congraenz 
der Dreiecke CME und CBT', CMD nnd CAT zu berllcksiohtigen 
nnd zn definiren; 

secK = CD, cosecu == CE. 
Man kaim tonach die drei Funktionen sin, tang, cosec nach 
Grösse und Zeichen mif der Y-Axe, ihre drei Co -Funktionen 
cos, cotang, sec dagegen nach Grösse und Zeichen auf der 
X-Axe abmessen vnd von cyklisch- trigonometrischen Linien der 
Abscissm- vnd der Ordinalenaxe sprechen. 

Snchen vir nnn diese sKmmtlichen Begriffe nnverSndert auf 
eine gleichseitige Hyperbel zn übertragen (Fig. lob). An Stelle 
des doppelten Krdasektors tritt als Argument nunmehr 

u = 2 . 8ect hyp. ACM, 
an Stelle des Kreispunktes B der Endpunkt B der positiven 
imaginftren Halbaxe. Alles andere dagegen bleibt unverändert, 
nnd wenn wir also noch die Entscheidung treffen, daes die der 
Hyperbel angehSrigen Linien zur Unterscheidung von den heim 
Kreise Üblichen mit gothiachen Buchstaben bezeichnet werden 
sollen, so können wir ohne Weiteres sechs hyperbolische Linien 
folgendermaasen definiren: 

©tnw = PM, Eofu = CP, longw = AT, Cotanfl« = Br, 
®ec« ■= CD, (Jo(ecM => CE 



*) Wie angeieigt gerade diese Art der Definition ist , welche 
leidet nnr sehr selten in den Unterrichta werken aeeeptlrt ist, ergebt 
sich theilweise schon ans dem nnmittelbar Xaohfolgenden, ganz besonders 
aber ans Kap. VII, wo die strikte Notbwendigkelt diesw AoEbssang 
nacbgetrlesen wird. 
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Denkt mao sich u als verftnderliches ArgameDt, so sind die Zahl- 
werthe dieser aecha Strecken Funktionen von u: 

Die sechs Funktionen ©in, Sof, long, ffii>tong, ®ec, Eofec 
werden als einfache Hyperbelfimktionen bezeichnet. 

Die Aafgsbe, eine Theorie dieser neuen Funktionen zn be- 
grttnden, kanu nun in sehr verschiedener Weise anfgefasat und 
gelöst werden, wie ans den bereits Torhandenen nnd in Kap. I 
sufgezählten Schriften über dieselben zur Genllge herroi^eht. 
Man kann nämlich 

I. Geometrisch, tei es durch Rechnen mit Coordinaten, sei es 
durch Construktion , gemitse Eigenschaften der gleichseitigen 
Hyperbel dgduciren und die gewonnenen Sätze in die Sprache 
der hyperbolischen Trigonometrie übersetzen, oder 

n. Die gemhnliche cyklische Trigonometrie, nach Maassgabe 
der am Schlüsse des vorigen Kapitels getroffenen Bettmnntngen, 
durch blosse Vertauschung des reellen Argumentes mit einem ima- 
ginären in eine hyperbolische verwandeln, oder endlich 

III. Die Hyperhelfunktionen durch gewisse Exponentiaiaus- 
drücke ersetzen und diese letzteren entsprechend transformiren, um 
schliesslich wieder mit den so erhaltenen Ergebnissen eine Bück- 
Vebersetzung vorzunehmen. 

Wir werden im Allgemeinen von jeder dieser drei Verfahrangs- 
weisea geeigneten Gebrauch zn machen suchen; da indess die 
ersters dersdhen diejenige ist, welche den beaten Einblick in das 
Wesen der Sache Termittelt, so verdient sie einen gewissen Vor- 
sng, der ihr auch im Folgenden eingeräumt wird. 

§ 3. Fundamentale Relationen. Durch blosse Betraeh- 
tang der Figur sammelt man leicht einen Vorrath von Funda- 
mentalrelationen. Da :c^l£o[u, y = ®mu, so liefert die Glei- 
chung der Hyp«rhel 

IV. Epf%— ©mV = 1. 
Da femer A CMP (F^g. 15b) ^- A CTA und ebenso A rCß 
<-^ £iCMP, so bat man die Proportionen 

AT: CA = PM:CP=CB: BT, ^ 

oder, weil CA = ÜB = 1, 

" Sotw ' ©in« 

*) Die Tangens ist also. Im Gegensatz zur cykliscben Fanktton, 
bSobsteus = 1, da stets <&o\ ^=~ Sin. 
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§ 4. Beiiebungen swischen KreJB- nnd Hyperbelfanktionen. 

VI. Xanflw. CEotaRQu ■>= l. 
Um »ach die Sekante zn beBtimmen , brachte man, Üaea 



ist; zugleich ist auch tang Z_ C'MP'= -, sonaeb Zi MDP= i_ CMP, 

and 

t.CStP^. i\MDP, 

Ziehen wir lediglich den abfiolaten Werth der Cosekante in Be- 
tracht, Bo folgt aus der Proportion 

GE\ CD =■= PM: DP = CP: PM 
CE.PM=CD.CP, 
d. h. in nnaeren Zeichen 

VU. UofKM. ©inw -= See«, ffiof- 
Der Werth eines Bolchen Prodnktee Ist constant und kann darch 
Berechnung eines apeciellen Falles bestimmt werden. Setzt man 
u ^^ 0, Bo ist offenbar @ecu = Sofu = 1, somit 
1 „_^_ 1 

Die anftlytiache tieometrie lehrt diese Beziehungen noch schneller 
finden; die durch den Punkt a^i, yi (xi =^o\u, y^'^^iau) 
gelegte Tiuige*te hat die Gleichung 

y\i}/—y\) = xdx—Xi), 
und je nachdem also x oder y der Nnlt gleich wird, folgt 



y, — X, 



/i j/i ©iww 

x = %Ku=^^-'--^- ^ 

Xi Xi Sofu 

Die Cosekans ist also, wie auch die Figur lehrt, negativ zn 

nehmen. 

§ 4. Beziehungen zwischen Kreis- und Hyperbel- 

fnnktiouen. Substituirt man in I oder 11 statt der Coordinnten 

X und y deren Werthe (£o[u und @inu, su transformiren sieh 

beide, da 2a = u Ist, in 

IX. M = log(@intt-t-Eo[")- 
Es iat also 

Sintt + ffiofu = e". 
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S6 Theorla der elnfkoben Hyperbelfanktloiien. § 4. 

Legt man den Arg:iimeiit u einen negatireii Wertb ( — u) bei, so 
erhält mtD offenbar einen unterhalb der Abaeiasenaze gelegenen 
Sektor, deSBeo hyperbolischer CoBinns mit jenem von u identisch 
ist, w&hrend der SiniiB unterhalb der AhacisBenaxe liegt und so- 
mit negativ in Rechnung zo bringen ist. Da demgernftss 

X. Sin {— m) = — ®inw, Hol (— w) = Kofii, 
80 haben wir, nm @tit und l£o( als ExponentialfnnkttoDen dar- 
znstellen, die beiden Qleicbnngen 

ColM + Sintt — e", 
6ofw — ©inw -= e~; 
ToraoB durch Addition und Subtraktion reap. folgt 

XL gDfn= '^+^'^ , iStn^= ''~2^ - 

Far e" besteht die bekannte Reihenentwickelung 

■ri vi r* 

macht man von dieser Gebranob, so kann man unmittelbar auch 
@itt nad Sof nach steigenden Potenzen des Argumentes in Reihen 
entwickeln, denn es ist jetzt 

(_ . «* «* «•■ 

l®""«-«+8T+6T+- + (S=i)r+- 

Uultiplicirt man (Sofu±®inu)>n mal mit aich selbst, ao erb&lt 
man e^"*"; ein Gleiches findet Bich, wenn man in XI oder Xtl 
trat statt u setzt und ad^rt resp. aobtrahirt. Das Analogon des 
üfoäTe'Behen Theoremea in der byperboliacben Goniometrie ist 
folglich 

XIII. (tto(M±®inK)"=- M'nw±®''""w. 
Um nun auch noch eine zweite Darstellnugaweise der Hyperbel- 
funktionen zu bekommen, erinnere man sich der bekannten Ex- 
ponentUlformeln. 

g-t—e-^ fi^ + r^ ^ 1 e'—e-^ 

sinu — — — , coBM = , tangu = 



.«- + «-- 



, oosecu ^ - 
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$ 5. WachBthamevethSItnisse n. Vorzeichen d. HypertMlfnnkÜoDen. S7 

Eraetxt man in in diesen Formeln ansuahmalos du reelle Argument 
u durch ein ima^n&rea, so wird 

2 ' 

oot«»gM -= -'-fi^. »«<'(«0 == ,T+V= • 

, ^ 1 2 

coBeo(ut) = -. — — -, 

t ef — e~" 

Betrachtet nuin diese sechs Relationen in Verbindung mit den 

Gleichungen XI, V und Vlll, so gelangt man zu einem neuen 

•Iberans wichtigen System von Vermittelungg-Oleichungen, nftm- 

licfa zu diesem: 

1i®inu — Biu(ui), So^M = cob(im), iXangu = tsng(ui), 
— iSotangu -^ cotang(ui)i @ecu <= 8ec(ui'), 
— iSofecu = coBec(ui)- 
änchen wir den Oesammtinhalt dieser Gleichungen in Worte zu 
fassen, so mttsses wir sagen (vgl oben § 2): 

Em reeller Kreis -Sektor ist einerlei mit einem imaginären 
Hyperbel - Sektor , und umgekehrt ein imaginärer Kreis-Sektor 
mit einem reellen Hyperbel- Sektor. Bezeichnet man äiejeniffen 
Funktionen, welche direkt auf der Abscissenaxe selbst abgemessen 
werden können {Cosinus und Secans) /tir einen Augenbhck alt 
Ä-Funktionen, die übrigen als V- Funktionen, so gilt die Regel: 
Die X- Funktionen des Kreises und der Hyperbel unterscheidet sich 
einzig durch das {reelle oder imaginäre) Argument. Die ¥-Funk- 
lionen ausserdem noch durch den constanten Faktor •± (i = \/—i). 

Die Gleichungen XI und XIV rechtfertigen die oben ange- 
stellte Behauptung, dass die Theorie der einfachen Hyperbel- 
fnuktloneu ebensowohl als eine Theorie gewisser ElxponenÜalans- 
drSeke wie auch als eine cyklische Goniometrie des imaginlren 
Argamentes anfgefasst werden könne (Vgl aueh Kap. II § 14). 
Nicht minder wird dadurch jene Anschauung Daviefa de Foneenex 
(Kap. I § 4) voll gerechtfertigt, welche fttr den Anfang nur so 
schwer sich Eingang zu verschaffen im Stande war. 

§ 6. WachBthumaverhältnisse and Vorzeichen der 
Uyperbelfunktionen. Unsere Definition der Bechs einfachen 
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98 Theorie der einfachen Hyperbelfun ktinnen. § ß. 

Hyperbelfunktion CD gilt fttr'a Erate, strenge genommen, nur für 
den TOB nnB betrachteten Halb- Äst, oder, wio wir in Aasebliias 
an die Ereislehre auch gleich sagen können, nnr für den ersten 
Qnadrauten; nur gelegenblieh war im verigen Paragraphen auch 
TOD SinuB uud CosiniiB eines negativen DoppelBektors die Rede. 
Unaere nächste Pflicht muBS ea Bomit aein, den Gang unserer sechs 
Funktionen durch die vier Quadranten zd verfolgen. 

Für das Ärgume»t iat Sof 0=1, ©in = 0.*) Wächst 
daa Argument, bo wachsen So| und ©in gleichzeitig, jedoch selbat- 
veratändtich nicht proportional, FUr eia luendlich groBBes Arga- 
ment iat Sin oc = (Eof oc ^ «c , da der Punkt, von dem ana die 
Senkrechte gefüllt wird, in diesem Falle der BerUhrnngspunkt 
der Asymptote mit der Hyperbel iat Wenden wir nns jetzt zain 
zweiten Quadranten ••), ao bemerken wir, dasB deasen Sinna posi- 
tiv, deasen CobIdub negativ sind. Fttr den dritten Quadranten 
sind beide negativ, fttr den vierten die Cosinus positiv, die Sinus 
negativ. 

Wir gehen zu den Tangenten über and setzen fest, dasB das 
geometrische Bfld von Xattg u stets jenes Stück der ein fUr alle- 
mal gezogenen fixen Scheitel taugen te sein aoll, welches zwischen 
dem Scheitel und dem Durch schntttspnnkt der Tangente mit dem 
BndBchenkel des tVag}ichen Doppetsektors gelegen ist. So findet 
sich: Fflr M = ist lang w = 0, für m = oc Sang u = 1, da 
die hyperboliache Tangent« niemala Ober die Asymptote hinaus 
wachsen kann; im zweiten Quadranten iat die Tangente negativ, 
im dritten poaitJT, im vierten wieder negativ. Die hyperbolische 
Cotangente von ist nnendlich grosa, diejenige von x- = 1, 



*) Da somach auch ftlr die Hypetbel Sinn» und A^nment gleich- 
zeitig der tirenzQ Null znatreben, bo ist fOr beide Curven 

,. Bin» ,. ®mi* 

lim -j- — hm —— = 1. 

M=0 M=0 

Eine genauere InfililteBimalbetrachtnng läast erkennen, daas mit Bezug 
auf Fig. Ibb d»* Argument « = 2. Sekt hyp. ^6'« fUr sehr kleine Wertbe 
Biah immer mehr dem AJ'CM, doppelt genontmen, nähert. FUr ein der 
Grenze zuetrebendea u iat also 

u = MP.CP^MP.l =SirtM. 
•*) Es wird, wie gewöhnlich, angenommen, dass bei der Anordnung 
der vier Quadranten rechts oben begonnen und alsdann, dem Drehsinn 
des UbrEcigera entgegen, hemm gezählt wirdtl). 
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§6. PeriodidtSt 99 

betreffti des Vorseichens gilt in den veraohiedenen Quadranten für 
sie dasselbe wie fflr die Tangente. 

Ferner ist sec ^ 1, aec (x: •= 0, indem ja BerUhningBtinie 
and Asymptote hier zosammenfsUeD. Die Sekante ist im ersten 
ood vierten Quadranten ersichtlich positiv, im zweiten und dritten 
uegativ. Die Cosekante andererseits ist negativ im ersten und 
zweiten, positiv im dritten und vierten Quadranten; ihre ausge- 
zeichneten Werthe sind Eofec = — oc , Kofec cc ^ 0. 

Die Grundgleich uogen IV, V, VII und VIII haben fflr aämmt- 
liche Quadranten gleichmfisaig Geltung. 

§ fi. Periodioität Vergleichen wir die so eben angestell- 
teu Betraciitnngen mit den ihnen äquivalenten beim Kreise, so 
zeigt sich bei alter Analogie doch auch eine gewisse Diritarmonie. 
Während wir nämlich, nm zuaMchst bei den beiden Hanptfnnk- 
tionen Sinus nud Cosinus stehen zu bleiben, den Anfangspnnkt 
des den Sinns repräBentirenden Perpendikels conlmmrUch die 
Peripherie des Einheitakreises darchwandern lassen konnten, ist 
diese hier anscheinend nicht mehr der Fall,' der Uehergang vom 
ersten zum zweiten Quadranten vollzieht sich vielmehr sprvng- 
weUe. Es liegt hier offenbar ein Verhältniss vor, welches der 
weiteren Aufklärung bedarf, um so mehr, als die hier herOhrte 
Frage zu der weiteren und wichtigeren Frage nach der Periodici- 
täi der HyperbelfunkHonen in atleren^ter Beziehung steht Daas 
Aber diese letstere erat eingehendere Untersuchung zn entscheiden 
vermiß, erhellt n. a. schon aus der in Kap. i § 5 angemerkten 
Thatsache, dass ein Mann wie l/Alembert gegen die Annahme 
einer solchen Periodicität aufs Entschiedenste sich verwahren zn 
sollen glaobte. Seit Gudermann insbesondere ist man auch über 
diese Seite des Charakters der hyperbolischen Linien vollkommen 
im Klaren, doch war es Laisant vorbehalten , das Wesen der hier 
obwaltenden Periodioität dnroh Zuziehung der conjugirten Hy- 
perbel in ein besonders klares Lieht zu stellen. Sein Gedanken- 
gang?) ist folgender. 

Han geht aud von dem Ausdrnck 

©in(M±2MJri) = 
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lUO Theorie der einf&uheD Hyperbel fanktiooeii. § 6. 

Da coA2nx = 1, eiainx -<• 0, bo bat man nnmittelbar 

@in(K±2n^i) = -8in«i = ©inw, 

die FunktioQ ®in u ist aIbo periodiach and beützt die Periode 2xi, 
Ein Üleichea gilt fUr Sof, @ec, Sofec; bei Xang nnd S^otong »t 
die eigentiiche Periode sogar eine noch kleinere, da offenbar 

%ati%(u ±njii) = Xongu, Sotanfl(M±nTO = (äotongw 
ist 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Kreise und der 
Hyperbel bestellt nun in Folgendem. Soll in einer Ereiafnnktjon 
das Argument sftmmtliche Argumente zwischen und ^ und 
hierauf zwischen und — ix durchlaufen, so ist diess nichts 
anderes als die Fordernng, einen Radius die Kreisfläche unendlich 
oftmal im einen und dann wieder unendlich oftmal im anderen 
Sinne überstreichen zu lassen. Bei der Hyperbel ist diess anders; 
lassen wir den vom Centrnm anhebenden Fabrstrabl nnr den 
einen asymptotischen Winkel Qberstreichen , in welchem etwa bei- 
spielsweise der erste and vierte Quadrant liegen, so hat während 
dieses Bewegungsproceesea die unabhängige Veränderliche sämmt- 
iiohe zwischen — <x> und -f-o^ befindlichen reellen Werth darch- 
ianfen. I£in Qleiehes wird gelten, wenn der Falirstrahl den jenem 
ersten zugeordneten Scheitelwinkelraum beschreibt, denn denken 
wir uns die Hyperbel, wie es insbesondere die projektivisdie A-n- 
BChaaunga weise verlangt, als eine im Unendlichen geschlossene 
Gorve, so werden wir mit zwingender Nothwendigkeit daan ge- 
führt, resp. diejenigen Theile des Asymptotenwinkels, welche in 
den ersten und dritten und wiederum in den zweiten und vierten 
Quadranten fallen, als zusammengehörige und znsammenbängende 
Flächen Stücke anzusehen. In die beiden anderen Winkelränme 
der Asymptoten fallt auch nicht der geriagate Theil des Werth- 
vorrathes unserer auabbängig veräuderllchen Grösse u, nnd wenn 
wir lÜBo doch die Wahrnehmung machen, daas nach Ablanf einer 
vollen Umdrehung des Radiusvektors die Fnnktionen @in, Sof . . . 
in gleicher Ordnung und GrOsse wiederkehren, so bleibt uns vor- 
läufig nur übrig, dieser Thatsache durch fönende Erklärung Kech- 
nnng zu tragen: 

Die gesammte Umdrehung kann als äquivaient betrachtet 
nieräen einer Zunahme des Argumentes um ±2jti, wobei das 
doppelte Vorzeichen den Drehxinn signaiisirt. 
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Es ist Tortheilbaft, gleich bei üieaer Gelegenheit, die Analogie 
der KreiB und Hyperbelfunktionen für jene spesiellen Werthe zu 
etndiren, welche gewissen auBgescichDeten Wertben des ArgnmenteB 
entsprechen. Es bildet sich so eine kleine Tabelle heraus: 

©in = 0, ®in-i =— i, Bitixi = 0, ®in-r- i "= — i, 

6of0 = l, eof|i = 0, eofjti = — 1, gof^( = o, 

lang 0^0, lang-i = oc.j, %anqxi ■= 0, Xang— /■= oc .(", 

EotangO = oc, Sotong-i -^ 0, SotQnfljr(= oc, Sotong r-i^O, 

®« 0=1, iSec|>" -= (X, ©ecjri — —1, ®ec-^ i = oc, 

eof«0=cc, SBfec-i = — i, e:ofec;ci"= oc, Eofec -^ i — i. 

Allein diess Alles sind blos rechnerische Fakta. Einen Einblick 

in den wahren geometrischen Zasammenhang ermöglicht nns erst . 

ein weiterer Cyklns von Ueberlegungen. Wir leiten denselben am 

Besten ein dnrch eine Vergleichung der Hyperbel mit dem Kreise, 

welche bei Laisant allerdings nicht vorkommt, welche uns aber 

besonders dazu geeignet erscheint, das Verständniss zu fördern. 

Denken wir uns auf der Peripherie eines Kreises sämmtliche 

Punkte markirt, welche resp. den cyklisehen Argumenten 0, j, 

s 3Jr fijt 3jt 7jr „ , , , . 

-, -j-, 3t, ~—j —, — , 2ä entsprechen, und denken wir uns 

weiter einen Punkt die Peripherie durchwandernd, so kSnnen wir 

nns Torstellen, jene Wege, welche bezOglich zwischen und — , 

und — und endlich zwischen — und liegen, lege der 
Punkt auf einem Kreise zurtick, dessen Gleichung 

a^i + yJ— 1 
ist; jene Wege dagegen, welche durch die Grenzpunkte — und — 

sowie — und — bestimmt sind , gehörten einem Kreise von der 
Gleichung 

an. Beide Kreise können wir, da in ihren Gleichungen die Goor- 
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dinsten vertaaacht sind, als oonjngirte Kreise bezeichnen ; in Wirk- 
lichkeit fallen sie natOrlich Ensammen. Anders ist es bei der 
Hyperbel; zwei gleiciiBeitige Hyperbeln, denen reap. die Gleichnngen 

«*—!/' = 1, y^—x* = 1 
entspreehen, oder kurzer zwei conjug'irte Hyperbeln, sind riam- 
licli getrennte Cnrven. Im Uebrigen aind sie, was die GrÖssen- 
cerhflltnisae anlangt, congment, und durch Drehnng doa Aaymp- 
totenwinkela um 90" bei festgehaltenem Scheitel kann stets die 
eine in die andere flbergeflllirt werden. 

In Fig. 16 mögen A, A' ^K- 16- 

die Scheitel einer gleichseiti- 
gen Hyperbel, B und B' die 
Scheit«! der ihr conjugirten 
sein; das beiden gemeinsame 
Centrnm sei C. Wir denken 
uns nun den die Cnrve be- 
schreibenden Punkt von A 
aus den im ersten Quadranten 
liegenden Halbsst durchwan- 
dernd; in der Unendlichkeit 
springt er auf die conjugirte 
Hyperbel Über und durchläuft deren einen Ast llber B, bis er 
abevmals mit einem nncndlichfernen Asymptotenpiinkt zusummen- 
gefellen ist; von liier zurackkehrend durchläuft er den vollständigen 
zweiten Ast der ursprünglichen Hyperbel über A', tritt sodann in 
den zweiten Ast dor conjugirten Hyperbel, legt auch diesen Ober 
B" zurflck und springt endlich im Unendlichen anf den noch ttbri- 
gen Halbast der eigentlich zu Gründe gelegten Hyperbel Über, 
am nach dessen Durch Wanderung im Äusgangspnnkt A wieder 
einzutreffen. Die Bewegung des Punktes auf den zwei conjugirten 
Hyperbeln ist also eine ganz entsprechende, wie vorbin auf den 
zwei conjugirten Kreisen, wenn schon gewisse in der Natur der 
Sache gelegene Unterschiede nicht zu verkennen sind, wie z. B. 
der, dass die Bewegung auf den beiden conjugirten Kreisen in 
gleichem, auf den beiden conjugirten Hyperbeln in entgegenge- 
setztem Sinne vor sich geht. 

Da nun die conjugirte Hyperbel aus der anfänglichen offenbar 
dadurch entsteht, dass die Coordinaten x und y resp. in xi und 
yi Übergiengen, indem 




,..d:,i. Google 



§ 6. PeriodiaitSt. 103 

80 igt Ton vornherein klar, d«g8 deren sämmtUche Punkte alB 
Vertreter imaginärer Argumente anzusehen sind: dem Funkt B 
entspricht M =•— j nnd dem Punkt Ä'w = — (. Sonach wird, 
ä» A' gleichweit von B und B' entfernt liegt, und da der g»nze 
Wertlivormth reeller Argumente einerseits zwischen nud -•, 

andererseits iwiachen und eracfadpft wird, dem Ponkt jf 
das Argument Jti zugewiesen werden mttssen. 

Damit Ist die georaetriache Natur der Periodicität einer Hyper- 
belfunktion eracitdpfend klargestellt Hat man ein Argument 
2.Sekt. hyp. ^Cjtf ^ K und will man wiesen, was der diesem Ar- 
gumente ertheilte Zuwachs ± m georaetriaeh zn bedeuten habe, 
io bat man lediglioh den Strahl OiV nm 180** im einen oder 
anderen Sinne sich drehen zu lassen, bis der Gegenpniikt M' er- 
reicht ist. Zwei Argnmentwerthe, welche in Summe m ergeben, 
werden durch zwei Cnivenpunkte M und J^'^ repräsentirt, deren 
Verbindungslinie durch die J'-Axe normal halbirt wird. Ist die 
Summe nicht xi, soHdern blos — t, so liegen die zugeordneten 
Punkte 3f und M" auf je einer der conjugirten Hyperbeln sym- 
metrisch aur Asymptote, so dasa der an die F-Axe angestrekte 
Sektor BCM" dem an die ^-Axe angeatoeckten Sektor ACM 
dächengleloh ist Zweien Werthen « nnd {w ± -r ») endlich ent- 
spricht die PunktgTuppe MM"' oder MM'''*, von der Beschaffen- 
heit, dasB Sektor BCM'" =— Sektor ^CAr-= Sektor ^'C^tf''^, wo 
also die dnrch den Mittelpunkt hindurchgehende Verbindungslinie 
H'"SH''> auf dem Pahrstrahl CM senkreclit steht. Die Frage nach 
jenen Argumentwerthen, welche zu Hyperbel punkten mit negativer 
Abacisse gehören, findet ebenfalls im Vorstehenden ihre Beant- 
wortung. 

Während also in den DnrchstosanngBpiinkten des Ereisea 
mit dem Axenkrenz die ausgczeicluicten Argnmentwerthe 0, 
-, X, — , (2^ äquivalent 0) auftreten, sut»tituiren sich denselben, 
sobald an die Stelle des Kreises die gleichseitige Hyperbel gesetzt 
wird, die Argnmentwerthe 0, - i, m, — i, 0. Damit ist die 
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104 Theorie der einfachen Hyperbelfnnktlofien. § T. 

Analogie volIaUndig durchgeführt, die Hyperbel iat eine geachloB- 
sene, 1d vier, oder projektivisch betrachtet,*') in zwei Pankten 
im Unendlichen saaammeDhftngende krnmme Linie. 

Wie acfaon oben (Kap. 11 § 13) bemerkt ward, Iftaat aich 
die Folge von Werthen, welche die Variable annimmt, einfacb 
daratellen, wenn man dieselben, dem bekannten Qebranch der 
Theorie compleser Zahlen folgend, dnrch Punkte in der Ebene 
daratellt Änf der F-Axe werden nach oben und unten äqni- 

diatante Punkte markirt, die reap. den Punkten 0, -^, x, — ■ ■ - 

— -, — X, — a" • ■ • entsprechen, nnd dnrch jeden solchen Theil- 
pnnkt wird eine Parallele zur X-Axv gezogen. Die, jetst noch 
reelle, Variable durchläuft den positiven Theil der X-Axe, geht 
im Unendlichen auf die (je nach dem Drehsinn) nm ± — entfernte 
PartUelliaie Ober, durcbl&nft diese ihrer ganzen Ansdehnung nach 
und so fort, bis sie endlich, da sftmmtlichen Parallelen nnr ün 
einziger unendlich entfernter Punkt enkommt, in diesem auf die 
Abscisaenaxe zurückgeht und deren negativen Strahl bis wieder 
zum Nnllpnnkt hin durchläuft. Im Qanzen bewirken also die 
anbestimmten Umdrehungen längs der Qesamnithcit der beiden 
Hyperbeln, dass die Veränderliche die X-As.t und alle jene Pa- 
rallelen durchläuft, welche um — und dessen Vielfache von einan- 
der abstehen, wogegen für den Kreis die Verftnderliche jene Axe 
überhaupt nicht verlässt 

§7. Synthetische Herleitung der FundamentalsXtze. 
Die Frage nach dem Argument und nach den Funktionen, welche 
einem bestimmten Punkt der Hyperbel zugefahren, ist durch die 
Erwägungen der §§ 6 und 6 definitiv erledigt. In der Praxis 
jedoch kann man die Entscheidung vielfach noch schneller treffen, 
venu mau sich des Zwischenmittela eines gewissen Kreises be- 
dient, welcher ftlr die Theorie der gleichseitigen Hyperbel von 



*) Bekanntlich besitzt nach dieser durch Desargues inaugarirten and 
durch V. Staudt wesentlich vervollkommneten Aoachauung jode Gerade 
blos einen einiigen unendlichferaen (uneigentiichen) l^nkt ; die Ue- 
ummtlieit dieser Punkte im Baume erfüllt die Kioe anendlichfeme 
(aneigentliche) Ebene. 
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geradezu fnndamentalcr Bcdeutnog ist. Wir mciDen den Scheitel- 
berührunffs/creis der Hyperbel. 

Eb seien wieder A and Fig. n. 

A' (Fig. 17) die beiden Scheitel 
einer gieichseitigen Hyperbel 
vom Mittelpunkt C, AC sei 
gleich 4'C gleich 1. Um C 
bIb Ceutram sei mit der Ein- 
heit ala HalbmeBser eiD Kreis 
besehrieben; dieaa ist eben der 
erwähnte. Bß sei der hyper- 
bolische Sinns eines Hyper- 
belpunktes, CD dessen Cosi- 
nus; ferner sei von B auf die 
Scbeiteltangente ein Lotb BF gefällt, and schiiesslieh werde C mit 
mit B und F verbanden. Letztere Qerade schneide den Scbeitel- 
bertthrnugskreis in £, erstere die Scheiteltangente in G. Be-. 
z^cbnet man nnn den doppelten Kreis-Sektor, welcher 2a dem 
Winkel ACE gehört, mit z, so ist offenbar, da BD — FA, 

®m u *= tang T. 
Diese Identität zwischen einer cykliechen und einer hyperbolischen 
Funktion zweier durch eine einfache geometrische Beziehung ver- 
knöpften Argamente lohnt es sich weiter zu verfolgen. Unsere 
neue Variable ist es nämlieh, welche durch Lambert (Kap. 1 § 6) 
in die Lehre von den Hyperbel f unk tionen eingeführt ward. Guder- 
mann nennt u (vgl. Kap. I § 9) die hyperbolische Länge mit Be- 
zug auf T tmd langekehrl x die Länge mit Bezug auf u nnd 
schreibt in Conseqaenz dieser Terminologie 

u = Lt, z = lu. 
äoäel (Kap. I § 9) gebraucht stets die Bezeiclinung 

T = Am hyp u 
{t hyperbolische Ampliluäe venu). Wir selbst werden ImAnsohliUB 
an den Original-Namengeber Lambert, sowie an Mossotti nnd 
Forli, die von der nnabtiängig veränderlichen abhängige Grösse r 
den transscendentai Winkel nennen. Ist es erforderlich, so mag 
für u auch fernerhin Lamberfe Aasdrack, gemeinsamer Winkel, 
bestehen bleiben. 

Die auffallende Aehnlichkeit, welche zwischen den unmittelbar 
einleuchtenden FundamentalreUtionen 
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co8* + Biii' = 1, (SoP — Sin* = 1, 
Bec^— Uiig5= 1, @ec* + Ioiiö'= 1 
obwaltet, Tenmlaast uns, nach veiteren Identitäten zu Bachen, 
welche der vorhin aufgeführten, @inu <=c tangr, an die Seite 
treten kOnnen. Verbindet man E mit 6, so bekommt man die 
beiden Dreiecke CAF und EGF, welche bereits den Winkel bü 
F gemeinsam haben. Da Xongu = ■ so gilt die Proportion 

AG:AF=CE: CD; 
weil ferner nach Voraussetzung CD^=v\ + BD nnd ana dem 
rechtwinkligen Dreieck CAF anch CF = /l + If^ = l/T+W 
ist, so wird auch ÜD = CF sein, und obige Proportion gebt in 
nachstehende tlber: 

AG:AF-=CE: CF, 
HOmit ist ACAFcr. ^EGF, und EG parallel der reellen Axe, aUo 
auch Hang M^ sin T. Ebenso ergiebt sich augenblicklich EF=' 
AD = FB. Da aonach die beiden Dreiecke CA'E nnd FEB, 
welche durch Ziehung- der Geraden A'E und EB entstanden, 
gleichgchenklig sind nnd die Winkel A'CE und EFB als Wechsel- 
winke! gleich haben, so sind diese Dreiecke ebenfalls älinlieh; 
die gleichen Winkel A'EC und BEF sind Scheitelwinkel, die drei 
Punkte A' , E, B liegen in ein und derselben Geraden. 

Ztsei Punkte auf dem Scheiielberährungskreis und auf der 
Hyperbel, deren Verbindungslinie durch den Scheitel des einen 
Astes hindurchgehl, heissen künßig zusammengehörige Punkte. 

Solche zusammen gehörige Punkte besitzen mehrere interessante 
Eigenschaften; um diese klar zu tiberschanen, bedient sich DÖtsch 
mit vielem GlOck einer stereo metrischen VcrsinnlLchnng 8). Man 
denke sich einen geraden Kegel von rechtwinkliger OefTnnng and 
schneide diesen dnrcb zwei gleichweit von der Spitze abstehende 
Ebenen, welche resp. auf der Äxe senkrecht stehen und zn ihr 
parallel sind. Die eine der beiden Schnittonrven ist ein Kreis, 
die andere eine gleichseitige Hyperbel; dreht man letztere um 90", 
d. h. solange um ihren Scheitel, bis ue in die Ebene des Kreises 
fällt, so ist letzterer deren Scbeitelbertthrnngskreis.*) Daraus folgt 

*) Fig. IS stellt diesen Kegel mit der Spitze C dar; im Punkt A 
treffen sich die beiden Schnlttcnrven, der Ereia AA", nnd die gleich- 
seitige Hyperbel AA', und zwar bestimmen die CentraCnnd C" dieser 
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DOMfaver: Solasgo beide Curren anf dem Kegel liegen, acbneidet 
jede Hantellinie die beiden in Ewei suBammeDgehörigen Ponkten. 

Legt man durch eine solche HantelUnie eine Tangentialebene 
an den Kegel, eo Bchneidet diese die Ebenen bnder Carren in 
Geraden, welche aich in der DnrchBohnittBlinie der Ebenen treffen 
nnd je eine der Ciirven borOhren. Dieea giebt wieder den pUni- 
metriichen Lehrsatz: Will man dnrcb einen Punkt einer gleich- 
seitigen Hyperbel eine Gerflhrende an dioBe legen, so bestimmt man 
den zagehÖTigen Punkt des ScheitelberfllirungskreiseB, legt in ihm 
eine Tangente an den Kreis nnd verbindet den Punkt, in welchem 
letztere die Scheitel tan gente trifft, mit dem ursprünglich gegebenen. 

Um auch die weiteres erforderlichen Sätae abzuleiten, bedarf 
es einiger Kenntniss des Wesens der involntorischen Verwandtschaft. 

§ 8. Anwendung der Lehre von der involntorischen 
Verwandtschaft In der Ebene wird ein Punkt (Fig. 19) 
und eine Gerade t fest angenommen; ^g- 19- 

zieht man durch eine beliebige 
Gerade OÄ, welche / in £ schneidet, 
und wählt auf derselben zwei Punkte 
/*nnd Q so, daas und L durch P 
nnd Q harmonisch getrennt und, so 
nennt man P und Q irwolutorisch ver- 
wandt. Ein Gleiches gilt von zwei Geraden /> nnd q, welche von jeder 
beliebigen durch gehenden Geradon in in voln torisch zugeordneten 
Pankten geschnitten werden, und deren Schnittpunkt irgendwo auf 




Corven mit A und C n 
ein Qaidrat. Die bewnBBte Hau- 
telHoie ist CEB, welche also 
den Kreis and die Hyperbel in 
den znsauimeiigehSrigen Pnnk- 
E and B schneidet. Der oben 
ni gedeutete Umklappungapro- 
ceag ist dnrcb die gestrichelte 
Hyperbel MAN kenntlich ge- 
muht. Noch besser ist es viel- 
leielit, den Kreis in die Ebene 
der Hyperbel nmioklappen, weil 
alidano nninittelbar jene Fignr 
IQ Stande kommt, welche bisher z 



Fig. 18. 




] Ausgang genommen 
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l gelegen tat Sind encHich zwei Cnrven so beacbaffen, äaxa je zwei 
BnssmiiiengebJ^rige Punkte, in welchen sie von einer jeden dnreb 
gehenden Geraden gescbnitten werden, dnreb nnd / bar- 
moniach getrennt sind, so sagt mxn anch von ibnen, sie stfinden 
in involutorisclier Verwandtschaft ist das Centrum, l die Axt 
der involutorisc/ien Verwandtschaft*) 

Es Bei nnn A'A Durchmesser eines Kreises von Mittelpunkt 
C (Fig. 30); in A sei an den Kreise eine Tangente gesogen, und 



diese sei snr Axe, A' tnm Centmm einer 
solchen Verwandtschaft bestimmt; welches 
ist die dem Kreise in dieeem System zu- 
geordnete Cnrve?**) Da jeder Fahrstrahl 
aus dem -Centmm den Kreis nur noch 
in einem Punkte schneidet, so mnss 
fragliche Cnrre ein Kegelschnitt sein, 
dem auch A' selber angehört, derselbe 
ist alBO einstweilen dadurch bestimmt, 
dass die Punkte A nnd A' anf ihm liegen, 
nnd dasa, wie leicht zn sehen, der Dnrch- 
mesaer A''A ihn symmetriach theilt, d. h. 



Fig. 20. 




*) Wer fieh betreffs der in volntori sehen Verwsndtgcliaft näher in- 
foriniren will, ziehe die treffliche kleine Schrift zn Ratbe, in welcher 
Milinotvski%) die geeammte Lehre von den Curven zweiter Ordnung 
eben auf diese Verw&ndtschftft begründet. Letztere führt dort dun Namen 
der „harmonlBchen" Verwandtsebaft; derselbe ist allerdings ganz be- 
zeichnend and wHrde auch von ans gewählt worden sein, wenn wir auf 
allgemeineres Bekanntaeia desselben hätten zählen dürfen. 

*•) Die im Texte gegebene Äbleitnng dürfte dem mit den Än- 
schaunngen der neneren Qeometrie vertrauten Leser keine Schwierig- 
keit bieten; der Allgemeinheit halber fügen wir jedoch noch den nach- 
stehenden analytisch-geometrischen, von Herrn Prof. Dsitck herrührenden. 
Beweis bei. Das Centram der Verwandtschaft besitse die Coordinaten 
a: =■ — m, y^O; alsdann ist die Oleichnng der Axe x^m. Zweien 
Punkten, die sich involutorisch entsprechen, mOgen x, y\ x', y' als 
Coordinaten zugehSten; dann Ist nach einem bekannten Satze aus der 
Lehre von der harmonischen Theilung 



Ferner gilt die Proportion y' : y ^{x' + m)i (r -t- «t), 
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Beine Axe bildet. Es Bind &lao aar noch zwei Punkte zu be- 
stimmen, durcb welobe der Kegelschnitt gebt. Le^ man nnn in 
A' an A'A zu dessen beiden Seiten je einen Winkel von 46° 
an, so schneiden die beiden Endacbenkel dieser Winkel den Kreis 
resp. in Mi und A/^, die Ase resp. in ^i und iVj so, dasa 

A'M, = M,Xi; Ä'Mi — AiJVj 
wird. Der Definition harmoniselier Pankte gemäss wird also ao- 
vobl der an M^, als anch der zu M^ gehörige barmoniacbe Punkt, 
veloher zngleich ein Punkt der gesacbten Curve ist, in der Unend- 
lichkeit liegen, und da parallele Gerade nur Einen unendlickfernen 

Der Geraden ax -\- by -\- e ^ \l entspricht also wiederuta eine Gerade mit 
der Qleichnng am» Imy —h. 

dasB beide Gerade auf der Axe BJch schneiden, springt in die Augen. 
Gleicherweise entspricht dem Kegelschnitt 

ax^ + bxy + cy^ ■\-dx-\-ey-\-g = \} 
eine Curre, deren Gleichung 



und weiche also selbst wiederum eine Cnrre zweiter Ordnung ist. 

Damit diese beiden Kegelschnitte in Einen zusammen lallen, mnas 
g ^ am' , e = bm 
sein ; dann hat derselbe die Gleichung 

007* + bxy + cy* -(- rfa; + bmy + am'' = 0, 
und eine beliebige Tangente liesselben schneidet die J'-Axe In einem 
Punkt, dessen Abseisse 

, — dx — bmy — 2am* 

*" " 2ax-<rby+d 

ist. FUr a; ^= m wird also fo ^ — m\ der fragliche bchaittpnnkt fällt 
mit dem Centrum der luvuluClon zusammen. Diunit haben wir sisu ein 
Kriterium fUr die sich selber involutorisch zugeordueten Kegelschoilte 
gewonnen. Freiiich ist dasselbe nocli etwas zu enge; in seiner natur- 
gemässen Ausdehnnng lautet es so: 

Ist das Centrom der Involntion der Fol zn der Axe als Polare, so 
entspricht der Kegel scbnitt involutorisch sich selbsL 

Nimmt man z. B. den einen Endpunkt der transversalen (imaginären) 
Axe einer gleichseitigen Byperbel zum Pol, so ist klar, dass die Polare 
desselben durch den anderen Endpunkt geht und der reellen Axe pa- 
rallel läuft Unter dieser Vorausset/.uDg ist also eine gleichseitige Hyper- 
bel sich selbst zugeordnet — ein Fall, welcher uns demnächst begeg- 
nen wird. 

Wie aas obiger Formel die involntorlsche Vetwandtscbafl einer 
aolchen Hyperbel mit ihrem läobeitelberUhrungskreiae folgt, erbellt wohl 
an und tllr sich. t - . . 
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Punkt besitzen, so kdnDen wir den Geraden A'N\ und AN^ inch 
die Geraden CP und CQ substitniren , nnter der Bedingang, dass 
A'Ni t CP, A'Ni I CQ. Dirana reanltirt folgende W«hrhrat: 

Eine gleichseitige Hyperbel und deren Scheiteiberührungs- 
kreis sind zwei itwolutorisch verwandle Curven mit Bezug a»f 
den einen gemeinschafllichen Scheitel als Centrum tmd die gegen- 
überliegende gemeinschafUiche Tangente ah Axe der Verrvanätschaft. 

Die hiedurch ansgeaprochene Thutaacbe verwendet nan Pötsch 
10) iu folgender ansprecbender Weiae znr ' Ableitung aller wich- 
tigen Eigenschaften zwischen dem gemeinacbaftlichen Winkel f 
and dem transacendeiiten Winkel t. 

Behalten wir in Fig. 21 die bisherigen BuohstabeB bei, so 
Pig. 21. 




dMS also B nnd E znssmmengehSrige Punkte der Hyperbel nnd 
des Kreises sind, nnd legen wir in B und E eine Berflbrende 
an die jeweilige Cnrve, so sind diese Tangenten, inaofeme sie 
verwandte Carvea in snsammengehfirigen Punkten bertthren, offen- 
bar auch selbst einanäer zogehttr^ Linien; ihr Scbiiit^>nnkt 
masft 8af der Axe AF, in P, gelegen sein. Nun ziehe man 



§ S. Anwendang d. Lehre v. d. inToInloriscben Terwandtachaft. m 

EH^AA'. EH \sX, die Polare*) des Punktes L', in welchem die 
Tuigente Ton E die AA' achneidet; Bomit werden A' nud A dnrch 
// und L' harmoniach getrennt. Versteht man nnter L jenen 
Pankt, in welchem die in B an die Hyperbel gezogene Tsngente 
die AA' trifft, ao werden ebenso A' und A durch L ond L' har- 
monisch getrennt, d. h.: die Schnittpunkte L nnd L' fallen reap. 
mit den Fnsapankten H nnd D des cykliaehen und des hyper- 
bolisehen Sinne znaammen, welche bezilglich zu den Argamenten 
T und u gehören. Folgende beide Relationen liegen alao jetzt 
unmittelbar zu Tage: 

ffiUf M — gec T, @eC « = COB T. 

Dem ToUatändigen Viereck BELL' gehört ein Polardreieck zu, 
desBen drei £cken eben durch die drei Durchachnittsponkte dtr 
jenes Viereck bildenden Gegenseiten bestimmt sind (ein solches 
Viereck bat seofaa Seiten und vier Ecken; je zwei Seiten, welche 
»ich nicht in einer der vier Ecken achneiden, heisssn Gegenseiten). 
EU nnd BL achneiden g)ch eben in P, EL nnd BL' dingen in 
der Unend liebkeit, und dort liegt also auch der dem Pnnkt P 
Botspreohende Pnnkt P". Da aber, einer Orund eigens chaft des 
*ollflt»ndigeB Viereokea zufolge, P nnd P" dnrch die Funkte A 
und R, in welchen eben dieae VcrbindungBlinie die Seiten A'A 
und A'B tri£ft, harmonisch getrennt werden, so ist fernerhin 
Ä^ = PA. 
Die Tangente BL schneidet eine durch C parallel zur Scheitel- 
Ungente gezogene Gerade in M; die verlängerte A'M schneidet 
die Scheiteltangente in S. Ea ist A'M = MS. Die A'S musa 
die Tangente EL' in einem Punkt schneiden, der zu A', S, M der 
vierte harmonische Punkt ist; es ist also dieser Pankt der nnend- 
liclifeme, und ^S \ EU. Bezeichnet man die Schnittpunkte resp. 
von Ei,' und MC sowie von EF und RJ ( || A'A) mit M' nnd JV, 
» ist ala Wechaelwinkel, und da i:\CEM' ^ £^CJS, 

*) Es sei nur knrz an die bekannte Definition der neueren Geometrie 

erinnert, nach welcher jeder Sehne einer Curve (znnXchat der zweiten 
Ordnung) als Polare derjenige Punkt der Ebene als Pol zugewiesen wird, 
'D welchem ueh die in den Endpunkten der Sehne an die Curve gelegten 
Tangenten durch schneid en. Je zwei üurvenpnnkte auf einer vom Pol 
ausgehenden Sekante werden durch den Pol und die Polare harmoniach 
gepennt Die allgemeinere Definition, welche jeden willkürlichen In der 
Ebtoe der Curve gelegenen Punkt umfasat, Ist fUr anaere Zwecke nicht 
ibwlat erforderlich. 
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i_A'MC=^ /_CM'E= i_GNJ; 
die rech twi Dkl igen Dreiecke A'CM nnd C/7V, deren Katheten 
A'C^ JC =\ Bind, Laben also aoch noch einen ipitzen Winkel 
bezUglicli gleich, sind oongrnent, nnd speEiell ist CM^ Jßi, oder 
in uDBerer B^eichnnng 

— Cofecu ^ cotangT. 

Ebenso wie A'Af || £L', ist auch A'M' B LB, somit i_A'M'C = 
l_ BLE = L_ CKJ, wenn K den Schnittpunkt von CB UDd /Ä 
hedeutet; hieraus folgt wiederam t^A'CM' -^ i^JCK,CM' =CN= 
Jk, also endlich 

ÜE^otang u = coaec r. 

Wir haben nunmehr die sechs Beziehungen Bwischen den 
Kreiafunktionen von x und den Hjperbelfunktionen von u ge- 
funden, welche wir suchten und nachfolgend susammensteUen: 
„yj j ©inw = tangr, ffiuf« ^ aeor, Xangu = ainr, 

* f ©otangw ^ cosecT, See« = cost, ^Qtofecu = cotaagT. 

§ 9, Einfachste Beziehnng awischen gemeinaamem 
und transsceudentem Winkel. Zu diesen GrundbeziehnDgea 
sei noch eine wütere hinzugefügt, welche insbesondere bei Lai- 
sanl 11) eine elegante Behandlung gefunden hat Leitet man ans 
der bebannten Formel 

sin u sin u 



tang --= 



2eoa»"- ^^*" 



eine weitere dadurch her, dass man ui fUr u einsetat, so bat man 
sofort 

u ©inw 

da der Faktor i sich beiderseits weghebt Zugleich aber ist nach 

Obigem 

_ sin r_ XanQU ®mu 

l + eosr™ l+@ecw ~ l + t£ofu' 

XVIL tang J =10119 1- 

Diese Gleichung dürfte wohl die einfachste und für das Gedftclit- 
nias bequemste unter allen jenen sein, welche den gemeinsameQ 
und den transacendenten Winkel mit einander verknöpfen. 

§ 10. Geometrische Darstellong der Periodicitita- 
verhältnisse. Obachon die nunmehr zu einem einatweiligen Ab- 
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Bchluaee gebrachte Theorie dee Winkels r an sich und für spätere 

IMage iDtereasiLiit genng ist, so haben wir ihr doch gerade hier 

iure Stelle angewiesen, um die Frage nach dem Gange der Fank- 

^onen dnrcb die vier Quadranten einer nochmaligen, und zwar 

beträchtlich llbersicbtUcberen Betrachtung zu unterziehen. Diese 

Verwendung dea tranasoendentcn Winkels entstammt ebenfalls der 

kleinen, aber nur desto inhaltsreicheren, Arbeit von DÖtschli). 

Wie wir wissen, ist 

©htt* =■ tangT, Eo[ M = Beer. 

Nach Relation I ist 

u = log{x + y) = log (tangT + Beer), 

1 + sin T 

M = log 

cosr 

Bießlr kann, wie die unmittelbare Ausrechnung zeigt, auch ge- 
schrieben werden 

, l + C08T-|-8inT 

oder 



1 + & 

u = log ~ 



XVlll. u — log logtang 46» + r-), 

flbereinstimmend mit der obigen Gleichung III, sobald man euch 
die Dun klar werdende geometrische Bedentnng des damals ledig- 
lich ans rechnerischen Gründen eingeführten Hlllfswinkels 9) ver- 

gegenwäi-tjgt. 
Da stets 

^n'" = coa 2njr + i sin irm = 1 
ist, so können wir auch Bchreiben 

e" + 2««< = tang(45» + |V 

u + 2nxi = logtangf 45"+~). 

EiDem gegebenen Werthe von u entsprechen somit unendlich viele 
Werthe von t, wovon je zwei am eiu gerades Vielfaches von xi 
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weh unteracheiden, und hdchsteiiB einer reell ist lierUcK sichtigen 
wir w^ter, daas unsere Qleiehaug auch nach die folgende Du- 
Btellnngsform 

45* + - + 71X = »TK t«Dg e' 

zuläaet, Bo BchliesBen wir, d&ag auch einem jeden Werthe von v 
noendlich viele Werthe von r zagehören, die ümmtlich reell sind 
nnd je nm ein Vielfaches von x aaseinand erliegen. 

Wir sehen uns so in den Stand gesetzt, eine Tabelle zn 
constrniren, welche für hestimmte Werthe von r sofort die zq- 
gehörigen Werthe des Argumentes u und zu diesem wieder daa 
Zeichen und fDr ansgezeichuete Argument werthe die nnmerische 
Grjtsse von ©in nnd Sof finden lehrt. Diese Tabelle ist eis Vor 
hild der eigentlichen Tafeln, iDsbesondere der von uns gewählten 
/'orft'Bchen. 

TabeUe: 



a 


'«■g(4ä'+f) 


log Wag (45" +1) 


Uogr 


8801 





t.ng|-l 


O + äMTi 





1 


«1 


..ng(f + |)=„ 


», + 2>»i 


+ @m», 


+eo|», 


2 


••ng|.-±« 


+ OC 


±~ 


±oo 


JT 

2^"' 


-<--!)=-'. 


»,+(2n+l)3ti 


-Sin», 


-M"i 


jr 


...g»^— . 


+ (2»+lM 
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Diese Zusammenstellung, welche ersichtUch mit den in den §§ 6 
und 6 getroffenen Bestimmungen im vollsten Einklänge steht, er 



§11. ComplemantSrc Hyperbelfunktionen. 115 

m5gUoht*«s- uoa, durch einen bloBsen Blick auf dieselbe Bofort 
tind in grÖBster Ktlrze alle Fragen xa eutscbeiden, welcbe alcli 
als irgendwie abhängig von der Periodicität der Hyperbelfunktionen 



§ 11. Complementäre Hyperbelfnnktionen. £a ist be- 
kmntlich eine der ersten Aafgaben der cjkliachen Goniometrie, 
die Beziehungen zwiacben den Funktionen zweier Oomplementa- 
winkel anazumitteln. Ka liegt demnach nahe, nach ähnUchen Ver- 
hältnissen auch im Gebiete der hyperbolischen Goniometrie zu 
anehen, und zwar wählen wir mit DÖtsch 13), dessen analytische 
wie geometriache Behandln ngsweiae aich gleichmäasig dnrch Ele- 
gaaz anszeichnen, die folgende Fragestellnog : 

Weim zwei cyklische Argumente r^ und r, durch die Gleichimg 

4n+l 
To + T| — ~^^ 

mit einander verbuad^i sind, welche Beziehungen herrschen dorm 
unter den Hyperbelfunktionen der beiden jenen zugehörigen hyper- 
bolischen Argumente «o und «i ? 



Es iat für'a 


Erste 


».-Io,..„g(i + |^ 


fforauB 

Femer BoU sein 


«•■ — 1 


tag 


? + ^..^ 



.logt.„g(f+i), 

T, <»— 1 



1 — lang y tos Y 
oder 

>■>■ — 1 e'^ — 1 _ ^ »"•— 1 e"- — 1 
e* + 1 e"> + 1 ~ ««• + 1 ' »"• + 1 ' 

Die vereinfachte Gleichnng lautet 
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Theurie der einfachen Hyperbelfunktionen. 



XIX. ■ 



— ^ — Sot".. ^ Sot«., 

26"' „ , e^ + 1 

®'"'^ - >,^ ■ *"'"• - >irzT ■ 

AndererseitB ist 

2 2e"> „ . e'* + 1 

Bestimmt man aus dieBen einstweilen gegebenen Grand- 
fuaktionen die noch fehlenden dnrch geeignete Division, so ergiebt 
sich folgende die Lehre vom Complement in grösster Allgemein- 
heit nrnfassende Tabelle: 

/ ©inwo = t»ngTo = 
I Sofug ^^ seoTg 
lang Mq = «in To 
l£otangUo =^ cosecTQ = 

I ©KKfl ^ eOBTo = 

— SofecUo ^ cotangTo = 
Eb ist nützlich, diesen anälytiBchen ErgebniBBen nunmehr aaeh 
mit den Halfamittetn nachzugehen, welche die neuere synthe- 
tische Geometrie in reicher Fülle darbietet, und zwar wird es 
wiederum die inTolutorische Verwandtschaft sein, welche ans zum 
Ziele l^hrk Wir bemerken dabei, dass die der folgenden Unter- 
snchnng zu Grunde liegende Fig. 22 zwar im Wesentlichen der 
von Dötsch mitgetheilten Zeichnung nachgebildet, in einzelnen 
Theilen aber zur Erhöhnng der Uebersichtlichkeit abgeändert 
worden ist. Auch werden wir unB der cyklischen Argumente nnr 
fUr den Anfang bedienen, nm die Figur vollständig zn erklären, 
alsdann aber lediglich mit den complementären Hyperbelfanktionen 
selbst uns beschäftigen. Dabei setzen wir fest, dass sowohl von 
den additiven Constanten der Sektoren, als anch von den-Vor- 
zeichen der einzelnen Funktionen ganslich abgesehen werden und 
einzig und allein der Absolutwerth beider in Betracht gezogen 
werden soll, was ja für die hier anzustellende rein synthetische 
Betrachtung hinreicht Es leuchtet ein, dass unter dieser Be- 
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dingung unsere Relationen nicht blos für To-f-T, = — - — n, sondern 
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allgemeiner auch fllr To + Xi ^ — -—ä gültig sind; dieser letztere 
Fall, welcher udb beBonderc Vorzüge der Anschaulichkeit eh bieten 
scheint, ist denn auch derjenige, von welchem unsere Fig. 22 
aasgeht. Dasa ki dieser die gleichseitige Hyperbel mit sich selbst 
involntoriacb verwandt ist, gebt aus den ÄnfbchlUssen in der 
zweiten Randnote des § 8 hervor. 

Die Pankte C, A, Ä' sind dieselben wie früher; die Ordinatenaxe 
durchacbneidet den ächeitelherührnngskreie resp. in /■ und J. Nnn 
sei parallel der einen Asymptote eine Sehne ££'1 gezogen; zieht 
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man die Radien CE und GEi und setzt Sektoi- ACE ^ -r^, 

Sektor ACE^ = *- ti , so erfflUen diese Sektoren die gestellte Be- 
dingung. Verlängert mau nämlich die Radien rtlckwäi-ta bie zn 
ihren Durch ach nittspunkten mit dem Ereiae in E" und E", so 
folgt ans Obigem 

l.ACEy + L.ACE= LACEt + /_E,C/= 270", 



, 2.1 + 1 

To + T, 



Will man nnn die den Punkten E und Ey entsprechenden Punkte 
der Hyperbel finden, so hat man £ und Ei mit A' zn verbinden 
und diese Verbindungslinien zu verlängern, bis sie die Hyperbel 
zum zweitenmale in B und ßi treffen. Jetzt bilden die Fabr- 
atrahlen Cß und Cß, mit der X-Axe die Hyperbel-Sektoren A'CB 
und ACßi, welche — insofern vir hier von den additiven imaginären 
Constanten absehen dürfen — die von uns früher mit Wo nnd w, 
bezeichneten hyperbolischen Argumente repräscntiren. 

Zunächst ist zu beweisen, dass die Gerade ßßt durch 7, 
hindurchgeht*) E und ß, E^ und B, sind nach Construktion 
zusammengehörige Punkte, somit sind die Qeraden EEi und ßßi 
ebenfalls einander zugeordnet. Zieht mau A'Ji, so ist der Ji zu- 
gehdrige Punkt dieser Geraden offenbar der nnendlichferne, nnd 
dieser Punkt gehört zugleich, da, wie leicht zn sehen, A'Jy \\ EEi, 

*) Wollte man diesB rechnend beweisen, so müsste man, von den 
OleichuDgen 

ao=logtang(45'' + ^), m, = logtang(45«+ y) 
ansgehend, folgende Propordou 

1 — ©inao _ ©in «i — l 
6ot «ü ~ 6ot «1 
veriScirett, whb allerdings nicht schwer hielte. Fällt man dann von B 
und B, auf die F-Ase die Lothe BB' und BiB,' so liefern die älmlichen 
Dreiecke BB'J, und BiB,'J, die weitere Proportion 
CJ,— Sinwo _ einiii — Cy, 
6o(ku ~^ Sofu, 
Die Vergleichuug ergiebt CJ", = 1 , d. h., wenn W| aunättiat bloa 
die Entfernung dca fragliehen Schnittpunktea vom Centmm bedeutet, 
so ist iliese oliün gleich dem Radius. 
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dieser letzteren Geraden an. Eb liegt atso Ji auf der der ££| 
zugeordneten geraden Linie, d. h. anf BBi- 

Von jetzt ab ändern vir CeDtnim und Axe der involutorisohen 
Vervandtachaft; ersteres verlegen wir nach J^, letztere in die 
durch y, den Gegenpunkt von /|, an den ScheitelberllhrungBkreis 
gelegte Tangente. Da B and Bi zugeordnete Punkte sind, bo 
gilt ein Gleicbes fttr die in diesen Punkten an die Hyperbel ge- 
legten Tangenten; der Schnittpunkt / derselben musa auf der Axe 
der Verwandtschaft liegen. Da sowohl dem Punkt Z, in welchem 
die Tangente in B die AÄ' achneidet, als auch dem Punkt Li, in 
nielckem die Tangente in Bi die AA' schneidet, ein und derselben 
unendlich entfernte Punkt als zugeordneter entspricht, sobald man 
letzteren als der Geraden J\Li augehärig betrachtet, so i8t/|£i || BL, 
L.JiL\C als correspondirender Winkel ^ L^BLA'. Bezeichnet 
man weiter die Fusspunkte der Sinns von B und B^ mit D und 
»1, BO ist, wie bereitfl in § 2 bemerkt ward, LBLD = BBC ~- 
1_CQä, WO Q den Durchschnitt des Pahrstrahls BC mit der 
Scbeiteltangente von A markirt. Da auch GA = CJ^ <=>■ 1, ao 
folgt tsCLyJx ^ AAQC, CLi = AQ. Letzteres ist offenbar, wenn 
CQ' = CQ gemacht und A'Q' gezogen wird, der absoluten Grösse 
nach gleich A'Q'. Man hat also 

a) lang Wo = ®ec«i. 

Da L und Zi sich absolut symmetrisch verlialten, so muss auch, 
wenn der Fahrstrabl CB\ die Scheiteltangente in ft triflt, CL = 
AQ, sein, oder 

b) SecMo = longwi. 

Jetzt verlängere mau die beiden hyperbolischen Sinus bis zu 
ihren Durchschnitten mit der Axe in jf und A^. Zieht man noch 
B£i und BiK, so ist, weil jedesmal der Schnittpunkt anf der Aie 
liegt, die BK äer BiK nnd die Bk^ der B^K, zugeordnet Ferner 
ist von Anfang an BK || Bi^i || J,!, die drei Geraden haben ihren 
gemeinschaftlichen Schnittpunkt im Unendlichen. Die BKi aber 
und die BK mttssen sieb in jenem Punkt der Geraden J\J be- 
g^nen, welcher durch /j und J vom nnendlichfernen Punkt har- 
monisch getrennt wird, und diega ist kein anderer als C. Die 
Geraden BK, und B\K durchschneiden sieb also im Mittelpunkt 
C des Scbeitelberahi-uiigskreiseB. Zieht man nnn durch 7] eine 
Tangente an den Kreis bis zum Durchschnitt K' mit dem Fabr- 
strahl GBl, so ist offenbar isCDK i^ t\K'J\G, CD = K'Ji, oder 
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c) ®otong«o = iSd(«|. 

Verlängert man endlich K'J^ bis zum DarchschiiiU K^' mit dem F&br- 
Btrahl CB, ao wird analog ACAi'i ^ AA'i'AC, CDy = K^J^, 
oder 

d) Sofuo = Solang %. 

Nach Gleichung VIII gilt, lediglich abBoInte Werthe vorauBgeaetzt, 
die Proportion 

M«"*.! : 1 = 1 ; Sinw»,!, 
oder, bei Einsetzung der Werthe, welche »u entapreohen, 

CM:DK=CJ^'.DB. 
DieBS wfirde bedeuten, daas die Geraden MK und B^B aicb in 
einem der reellen Hyperbel-Axe angehörigen Punkt V begegnen 
{^M und M^ Bind die DurchBchnitte der beiden Hyperbeltangenten 
mit der J'-Axe). DicBe intereBsaute Thataaclie möge beiläufig 
mit angeführt werden. 

Schliesalich Bind M und M\ ala Schnittpunkte zugeordneter 
Geraden mit einer dnrch dsB Centmm gehenden BelbBt zugeordnete 
Punkte, somit auch KM\ und K^SS zugeordnete Gerade, KMy \ ßJ^ 
I KxM. Das Viereck BJ^^M^K ist ein Parallelogramm, Bomit auch 
BD = CMf Ebenao iat daa Viereck BtJiMK, ein Parallelogramm, 
und CM= B,I),. Sucht man für die zuletzt genannten vier 
Strecken deren goniometrieche Bedeutnng auf, so liefert una dieae 
die Gleichungen 

e) @tn«o = ®olecMi 

f) SoIecMfl = ©in",. 

Durch die Nummern a, b, c, d, e, f iat aomit der vollgültige 
Nachweis für die oben aufgestellten Behauptungen erbracht 

Ea darf, nachdem jetzt im unmittelbaren ÄnschluBB an die 
Arbeit von BÖtsch eine Reihe wichtiger metriBcher Satze' von der 
gleichseitigen Hyperbel durch blosae Betrachtungen aus der Geo- 
metrie der Lage gewonnen wurde, wohl noch auf jene schöne 
Abhandlung von Seydewitz 14) hingewiesen werden, in welcher 
zum erstenmale die Bedeutung der reinen Geometrie gerade fttr 
diese Curve zu Tage tritt. Manches von dem, was uns hier be- 
schäftigte, ist in Set/dewitz's Sätzen als Corollar enthalten. 

§ 12. Additionstheorem der Hyperbelfunktionen. 
Gehen wir unn weiter in der syatematischen Behandlung der 
hyperbolischen Goniometrie. An erster Stelle tritt die Nothwendig- 
keit hei'vor, das Additionstheorem fflr die Grundfunktionen Sinua 
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und CoBinDB anfeaBtellen. Wir haben zwei Ärgaraente u and v, 
denen bezflglicb als CoordioateD des Endpunktee des betTeffenden 
Fahrstrahles x und tf, g und i} entsprechen. Wollen wir die- 
selben addiren, so haben wir die Oleiohnng 

« + "'== log (a: + v)+ log (! + '?) = log («S + yg + a^ + !«?). 
Ebenso ist bei cter Subtraktion 

u—v = iog (x + y)— log (g + 1?) = log 1^^ • 

Hier ist x = Sof«, y = ©in«, g = So[r, tj ■■ Sinn; man hat 
also 

1) e*+* = QEofM flo\v + ®mu gofw + Kof w ®inu + ®in« Sint», 

gofM + @in M 

(Jofi) — Sine 
Multiplicirt man letzteren Brach im Zahler und Nenner mit (Soff 
-t-@tnf), so wird der Nenner gleich 1, nnd es ist 

2) <*-* = 6of« e:of«' + ®inw «ofP— M« ©ini'— ©in« ©tni>. 
Hit RBckffleht auf IX nehmen l) nnd 2) folgende Gestalt an: 

3) M(" + f) + @'«(" + f)-=S<'fwgofü + ©inKeDfi'-t-eDf"- 

®inü+-®inM ©tni', 

4) ®of{«— !') + ©in(M— !>) = eofw ffiofn + SülK «oft;— KofM. 

©ini» — ©in« @ini>. 
Wird in 3) und 4) statt u nud v gesetzt { — u) und ( — v), so 
äodert SDf(u±t)) nach X. sich nicht, ®tn(u±i') dagegen ändert 
sein Vorzeichen, nnd es treten also noch zwei neue Gleichungen hinzn: 

5) Eof(u + r)— ©in(«-|-f) = ®o|« Eofy— ©in« «of— ©i«"- 

Uo[w + @inM©int', 

6) @:of{"— »*)—©'"{"— ") = *Soi" M"— ©in« (S.o\v + <Smv. 

®o[« — ©in« ©tni». 
Je nachdem man 5) zu 3) addirt oder 5) von 3) snbtrahirt oder 
6) zu 4) addirt oder 6) von 4) subtrabirt, bekommt man eine 
der vier das Additionstheorem äer Hyperbelfunktionen involviren- 
den Gleichungen: 

I ©□((« + »') = Sti[" M'' + ®t«" ^inv, 
©in (« + y) = ©in w ßof v + Uof « ©in u, 
gof(M_i,) = gofM Sofi>— ©inw ©inf, 
@in(M — v) = ©in« Sofu — Uof« ©int». 
Das Oedfichtniea findet wegen der rechta nnd linke stattfindenden 
Ue berein sti Dl ninng des Zeichens noch weniger Schwierigkeit, diese 
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Formeln feBtznhftlten , aU deren Analoga in der gewAbnUcfaen 
Goniometrie ; jene üebereinstimniQng ergiebt sicfa & priori aas dem 
frtifaer erwähnten Umstände, dasa SinitB nnd CoBinoa hier zugleich 
mit dem Argumente waohsen nnd abnehmen. 

Ein&Gbe Folgerangen ans XX Bind folgende Gleichungen : 

I©in2M-= 2StnM KofM, Eof 2u = ffiof*« + ©üt^, 
Si„„„^/M?«Ei, s„,„_^/M|±i. 

Von einer der tetsteren Formeln Haat eiob eine hObache Anwen- 
dung auf die Orenzwerthrechnnng maoben. Dieselbe trachtet l>e- 
kanntlich nach gröeatmöglicber Oekonomie in den fundamentalen 
Grenswertben, auf welche dann alle übr^n zuiUokgefllhrt werden. 
Ein solcher ist 16) 

lim - 



C— 1 



x = 
Wir haben, mit Raekeicht auf XXII, 



X ^■^""* ix 

Nach § 5 ist stets lim ^^ 1, somit d« allgemein 16) 

a; = 

lim (a + bc) <=■ Um a + lim 6 Um c, 

,. c*—! ,. ©ina; , ,, ... . ,. Sinia: , , „ , 

lim = hm h hm ©in i x . lim -~~, = 1 +0 .1=1, 

XX tx ' 

x^Q x — Q x = » — 

wie bekannt 

§13. Hyperbolische Frosthaphaeresis. Die Gleichungen 
XX des vorigen Paragraphen lassen anch noch eine andere Ver- 
wendung zu. Setzt man resp. die erste and dritte sowie die zweite 
und vierte Gleichung dieses Systemes resp. durch Ädditioa und 
Subtraktion mit einander In Verbindung und macht hernach 



§ 19. 



HyperboltBche ProBthaphaetests. 
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so erhält m&n die QleichuDgen iei h/perbolischenProsthapTmeresisi'^ 



XXIII. 



»fa— ©ofß = 2®in 



©in- 



Sina— ®iiiß = l 



«.„. .T_P 



Aach von diesen FormelD wollen wir eine AnwenduDg; machen. 
M. Cantor 18) und nenerdingB (für einen Spezialfall) AzzarelHl9) 
lehrten die SnmminiDg der n gliedrigen Reihen 
Si=©ina + ©tn(ß + ^) + ©in(ß + 2^+...+@in(« + (n— l)j3), 
5^=eofa + Kof(a + 3) + M(« + 2«+...+M(« + {n-l)|S) 
mit Hlllfe der geometrischen Progressionen. Durch Addition und 
Subtraktion wird nAinlioh 

S, + s, _ «" + «"+l' + e«+2C + e«+3;«+ . . . +e«+(»-l>> 
S,—Si — i!-«+j-(«+fl-|.e-(«+2ffl 
+ e-(«+äfl+ . .. + ,-(«+("-)» 
Die bekuinte Sammenformel liefert 



S, + S,-- 



<f-l 



somit, wenn wieder die Exponential- dnrch Hyperbelfunktionen 
ersetzt werden, 

äS»((a+(n— Da— 2S»K''+"I»-2W(''— W — H"l 



*) Es würe su wflnachen, dasa dieser den früheren MathemaÜkem 
BO geläufige, aus npöt&em? (Addition) nnd äfai^eaiq (Subtraktion) sich 
EuaammensetBende Name, betreffs defison mau ^o^'slT) auafUhrHohe 
Nachweisungen vergleichen kano , wieder in allgemeine Aufnahme znr 
Bezeichnung derjenigen Fonuelu käme, welche sur UeberfUhrnng einer 
algebraischen Summe aus Sinns nnd Cosinus in ein Produkt in der einen 
wie iu der anderen der beiden Ooniometrieen geeignet sind. 
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a6ln(a+(n— Dfl— a6in(n + «a— a[Sin(»— a— Sin«! 

Die proetluphaeretiBcbeD Formeln ergeben hieraus, mit Beaclitimg 
von XXII, 

2a + (2«— 1)|9 



©in - 



©in - 



)@in^ 



S, -5 



M- 



Sto^ 



— aSin'^ 



Nun Uest sich abermals XXIII verwertlien, und eB findet aicli 
S,=- 



XXIV. 



®in- 



2» + («--l)£.. «£ 



FflT ß ■= a finden Bioh die von AzzareUi (a. a. 0.) gegebenen 
äpezulfoTmeln 

K,,<itl)il®i„H 

eofa + So[2a+ . . . +S:ofna , 

Sin| 

_. (n+l)o^. »o 



©in a + ©in 2a + . . . + Sinn« = 



©inj 



- herleitet 



auB welchen aich durch DiriBioD ein beachte uswertber Ausdruck fUr 

Xong 1 (« + !)« , 
Solang \ 

§ 14. Vervielfachung und Theilnng hyperbolischer 
Sektoren. Wir treten weiter an die Aufgabe der Multiplikation 
and Division byperboliBcber Sektoren heran, deren LöBung uns 
eben wiederum die Gleichungen XX ermöglichen. Indem wir 
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darin statt v resp. u, 2u, Bu . . .tm Betzen, geUngen wir zu fol- 
gendeQ, nna theilweiBe bereits bekannten, Relationen 20): 
®tn2M = 2@iRW Sof«, ©0(2" — EDf*«+ Sin*«, 

@in3M = 3@inM + 4©m»w, ©0(3» = 4eof»«— SUofu, 

" 1 + 3 Xonfl*« 

©hintti = m@oj"~^M®mu+ - - ; _„. ffitif^*«@m»w+ . . ., 

iol"-*MStn%+ ... 

Die nämlichen Identitäten würde man ans dem Analogon des 
Moivre'wshen Lehrsatzes in XI erhalten haben, da 

©inmw =- ^ [{Soft* +@inM)-— (5of M— ©in«)-], 
^o\mu = - [(Eo(w + @raM)"+ (ttofM— Sinn)"]. 

Führt man die Beehnung nocli ftlr einige weitere Spezialisiningen 
dDrcli nnd setzt der Kürze halber @inu = s, Sof u = c, ao folgt*) 
©in2«=2c«, Si)f3u = 2c*— 1, 

©in3tt= 3ä + is", ^0(3« = 4c»— 3c, 

@iB4M=c(4Ä + 85'), eoi4w = 8c*— 8c* + l, 

Stn5M = 5ff + 20j» + Iß^^ «0(5«= 16c»— 20«;' + öc, 

@in6M= c (6* + 32«= + 32«*), ©o(6«= 32c«— 48c* + 18c*— 1, 
Sm7M=7J+56«»+112sH64Ä^©of7« = 64c^— lläc^+Sec*— 7c. 
Alle diese Gleichungen lassen eine leichte Verific&tion zu vermittelst 
der Bekarsionaformel 

©in ) . , . „^ „ ©in 1 . / . . V ©nt ) 

l£„ti" + <'» + *'- - ^ (£,(!" + '"' + "'■" ISo[i"+"'' 
welcher sie (vgl. Eap. II § 12) aasnahmBloa genügen mflasen. 

Unsere Formeln lösen vollständig das Problem der Vervid- 
facbung. Die Theilungsfurmeln ergeben sich darane, wenn QberaU 
~ an die Stelle von »tritt Dabei ist dann noeh der zahlen-theore- 
tlBche Charakter von m von einigem Elnflnese. Berechnet man nftm- 

*) Private KUttheilung von Herrn Brocard. 
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lieh ans dem gegebeuea Sinus von u jenen von ~, so ist eine Olei- 

chnng vom mten oder 2inten Grade ufzulSsen, je nachdem m 
ungerade oder gerade ist, weil im erateren Falle die verschiedenen 
vorkommenden Potenzen von Cof ~ aämmtlich gerade sind nnd 

leicht durch @in^ — auBgedrllckt werden können, im zweiten Falle 

nicht Dagegen fuhrt die Berechnung von So[ — aus So{u unter 
allen ÜmetAnden auf eine Qleicliang des mten Oradea. 

Die Zurttckfahrang der Wnneln auf @tn - und Sof- kann 
ohne Schwierigkeit erfolgen; im Ganzen hat man vier Fälle eq 
nntersebeidMi. 

1) Q^eben @tnu, ix angerade. Dann exiatiren folgende m 

Wurzeln: -.- « 

©tu-) 

_. M 2ä , .„ .it . 2jr 
©m- cofl — ±(ttol- sin — ■ - ■ 
m m m m 

(Sin— luis 1 i UilXrX — am i H— . 



II) Gegeben @inu, m gerade. Dann existiren folgende 3>n 
Worzela: , _, « 

± (@tn-cofl-±ißo(- ain-1 ■•• 



angerat 



III) Gegeben Sofu, m ungerade. Dann existiren folgende n 
Wurseln: 



B- — ^ ±i®ra- Bin 



-l)jr , ,_. u . (m — l)jr 
— ^±i®in— ein ^^ —< 
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rV) Gegeben Sofu, m gerade. Dum exietireD folgende m 
Wurzeln: 

' m 

ttoi - 009 — ±«®ni - Bin — . . . 
mm m ta 

K . (ffl — 2br 

jif - ■'" ^- — • 

'm 
Wir merken hier noch eine braondere einfache Form an, welche 
Lakaatii)*) den auf die Hj^perbeltheilnng besttglichen Gleichungen 
erUieilt hat Wie bekannt (XIU), iat 

(sof ^ + ©in ^)" = ffof u + ®in m. 
Für ft = ©in«, X =■ _ . - folgt hierauB 

(a: + ;/a;*— l)" = /ä*+1 + ftj 
far ö = EofM, 3; = ... ' - folgt daran» 

(l/^M^ + x)" = fc + l/p:^. 
Setzt man weiter 

SofK + ©inw = e" = ^, M — logft 

£ = -log^=logi/^=log7, 
Bo wird 

eof*-— ©in» --= 7('r*+2+^— r^+a— ^"l = i. 

' m I» 4 V 7 y / 

Sobald aber _ , [ - in dieser denkbar einfacliBten Weise gefunden 

*) Oau2 genau ebenao. hatte allerdingB , wie wir oben erfuhren 
^pl§*)i bereits Moivre das Problem der Multip licaüon nnd Tbel- 
IvBg eines ttyperboÜBchen Sektors anfgefasst-, erst diese seine Besnltate 
IlUuten ihn, indem er von BeeUen snm Imagliiib'en Uboigieng, so seinen 
berUhniten Sätzen Kber die Winkeltheilang. 
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alnd, fol^n ulle vdteren Wurteln sofort, wenn auf die oben in 
1), li), III) nnd IV) angegebenen Unterscheidungen RDckaicht ge- 
Dommen wird. 

§ 15. Differentialqnotienten; Arcusfnnktion. Die 
Differentialquotienten der Hyperbelfiinktionen lassen sich leicht 
bestimmen; wer eine nach deu Btrengsten Gantelen der Grenzwerth- 
reohnuDg durchgeführte Herleitnng derselben kennen lernen will, 
findet eine solche bei AzzarelHü). Fär uns genügt die vordem 

(in § 5) gemachte Bestimmung von lim . Denn wir haben 

jetzt, fflr y =-= ©ina;, 

du ,. äy ,. ©in(x+Ja:) — ©ina: 

-f- = \m-f- — lim ^^ j-i ™ 

dx dx üx 

Ja; = Ja: — 



2eo((«+^)« 



Ax — O 
(Tgl. XXni). Es ist alu 



^t)-' 



Ax 



dx = 



Ebenso findet sich, fiir y = So[a;, -~- = ©ina;, folglich ist ganz 
allgemein 

XXV. -^^ ©In " = ©in w, -^ Sof « = ©o( m, 

au^+i ®'«« = ^of«. rf^^+i M« - ©«««• 

Hier wird auch der schicklichste ÄnlasB sein, von den inveisen 
Fnnktioneu der Uyperbelfunktionen zu sprechen. Als invene 
Fnnktiou eines cyklischen Sinus, Cosinus u. s. w. gilt bekanntlich 
ein cykliacher Sektor oder, da im Kreise Sektor und Bogen pro- 
portionale Grössen sind, ein Bogco. Stellt man sich dagegen die 
Aufgabe, ans der Gleichung to = @inu die weitere Gleichung 
u = f^g,^ herzuleiten, so ist diese Punktion / eine logarithmiscbe 
und keinenfalts auf die Bogenlänge einer gleichseitigen Hyperbel 



§ 16. Reihenentwickfllnngen; die GrOsne U. 129 

redncirbar. Gleichwohl entschloBB man eich, lieber die strenge 
Conseqnenz der Logik, als die Conaeqnenz der Schreibart zu opfern 
und Bchreibt also die inversen Funktionen von ©inu, Sofu, %mßtt, 
Sotongu, @ecu, Sofecu in folgender Weise: 

!trc®tna>, ürcSofo), SticZango», 
ärc Sotango», SJrc ®eca>, Ate Sofec a>. 
Irgendwelchen geometrischen Sinn besittt du Zeichen fllr Arcus 
Bomit nicht, sobald es mit gothischen Buchstaben geschrieben er- 
scheint, wie nochmals ansdrücklicb hier hervorgehoben werden 
mQgo, oder, correkter gesprochen, es Iftsst sieh geometrisch nnr 
als Plächenranm, nicht jedoch, dem eigentlichen Wortsinne nach, 
als Länge eines Bogen» denten. 

Sacht man zwischen den c^klischen nnd hyperbolischen 
Arcnsfunktionen die Beziehungen auf, so findet man 

Site @tnm = -7 arc sm (rai), Are Eof m = - arc cobo . , . 

Die allbekannte Thatsache, dasa jeder imaginäre Logarithmus in 
einen reellen cyklischen Arcus und umgekehrt jeder imaginäre 
Ärcns in einen reellen Logarithmus umgesetzt werden kann, tritt 
so in ein neues Lieht 

Eine hervortagende EUgenschaft der cyklischen Arcusfonktiouen 
ist die, dass ihre Derivationen theüs rationale theils irrationale 
algebraische Funktionen sind. Ein Gleiches beobachten wir .hier. 
Denn es ist 

d («rE@in«>) 1 d(^rcSoja>) 



\/<o^+l **<» i/o»*— 1 

d0Hlc %anQco) ^ 1__ 

da) 1 — co^ 

d{ grcl£otanflo?) ^ 1 d(grc©ec<o )^ 1 

äa> m* — 1 den w\/a»^ — i 



da» <n]/(o'+ 1 

Wir werden anf diese ReUtionen im nächstfolgenden Kapitel zn- 
nickznkommen haben, da dieselben wesentlichen Nutzen bei ge- 
wisaen Integrationsproblemen bringen. 

§ 16. Reihenentwickeinngen; die Grösse IT. Indem 
wir die oben (§ 14) gefundenen Reihe für ©t« mx, sowie die ihr 
analoge fttr sin mx wieder vornehmen, haben wir 

OHnlhei, hyperbol. FnakUoceii. 9 
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31 (»—3)! 

Nach dem Vorgang von Mantel, desBen Beh&ndlungsweiBe Aber 
haupt im Folgenden mehrfach zur KlchtBohnnr dient, obwohl vod 
ihm auBSchlleBBlicfa die Kreisfunktionen behandelt Verden, aetse 
man 33)*) 

wt + 1 m — 1 

©inmu = m{iSinu + -r- — ©tnV 

m + 3 m+ 1 m — 1 m — 3 
2* 2 2 ' 2 2 - 




LIfflt man in betden Formeln m gegen Nnll convergiren und 
beachtet, daes dann die beiden Quotienten 



*) Die Ableitung beclebt sich snnächst nur anf ein ongeiadea n-, 
wie Bchon oben bemerkt, lassen eich nnter dieser Voranssetznng sämmt- 
liohe in der Beihe vorkommende Potenzen von SoftJ dnrcb Sin'u Am- 
stellen, nnd es hat sonach keine Schwierigkeit, die naiA ungeraden Po- 
tenzen von Sinu foitscb reiten de AfanfWBche Reihenfonn ans der ersten 
zu erbalten. Fvon ViUarceau 14) hat einen anderen Weg eingesahlagen. 
Er setst, unbestimmte CSeffioienten annehmend, 

•SDfmu^ l -t-ajSin'M + a, Svn'u + «,Sin"«+ . . ., 

©inmw-- /?, ©inM-l-jS,etn»M + ftein't(+ ... 

nnd bestbumt (vgl. XXV) die Grössen a und ß mittelst der Idettitäten 

d* 
m»(l+o,ein«« + a. «in*«-l- . . .) = ^, (1 +ojeiin'B + öi SinSt+ . . .), 

m»(ft «iiiit + A ehi'w +Äein'« +...) = 
d* 
j^ (A ®inu + A Sin'u + A eitt'u +...). 

Einen dritten Weg endlich bSte für unseren eigentlichen ühidzweck die 
nach bekannten Vorschriften za bewerkstelligende Umkebmng der Beihen 

filr ®^}«(XII). 
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f» m 

wie aidi durch Betrachtnne der Limiten m !im 

" tm 

m = 

u lim zeigt, den Werth u annehmen, so erhält man 



_,. 1^ @m»w , l*.3' ®m*u l*.3*.5* ©mV , 



ächoD diese erste Reihenentwickelnng ewingt ana eine wichtige 
generelle Beobachtung anf, die nämlich, dasB es für die Lehre 
voD den Hyperbelfanktionen eine constaute Qr5eae von ebenso 
fundamentaler Wichtigkeit giebt, wie es die Zahl je •= 3,14159 . . . 
in der c^ktiachen Goniometrie bekanntenaasaen ist. 

Die aoeben entwickelten Reihen haben natürlich nur solange 
Sinn, als sie conrergent sind. Die letztere, welche nach Potenzen 
des cyklifichen Binns fortschreitet, convergirt^ wie leicht zn sehen, für 
Binu ^ 1; was die zweite anbeUngt, so ist ebenso Ideht zn sehen, 
(iaaa sie ebenfalls fttr ®mu^l convergirt, denn nur in diesem 
Falle tritt die fflr Reihen mit alternirenden Gliedern maas^ebende 
Convergenzbedingnng ein, daas die Glieder selbst immer kleiner 
and kleiner werden. Lassen wir an die Stelle des Sinns das 
Argnment treten, so ist die Bedingung des Convergirens jetzt diese: 

u^logd + l/ä); 
setzt man diesen Werth ein, so findet sich 

Da diese GoDStante eotait gans jener entsprioht, weldie in der 

cyklischen Goniometrie durch die Gleichnng 

, . 1 1^1 1'.3' . 
arcsml = l + -.3-j + --^p+... 

beummt und mit - bezeichnet wird, so liegt die Berechtigung 
einer neuen Definition zu Tage: 

Die CoTiilante loff{l+y^'~ fite ®ml werde hinfort als 
das natürliche Maats der hyperbolischen Sektoren durch einen 
bestimmten. Buchstaben, das Laisanfsche Ü, bezeichnet. 



■v, Google 



132 Theorie der einfiuheii Byperbeiriniktiofien. § 17. 

Was den numemcheD Werth dieser neuen Constuiteii beMSt, 
so kann derselbe durch einfsehe SnmmimDg obiger Reihe nicht 
mit »DBraichender Qenauigkeit ermittelt werden, da selbe in lang- 
sam GOnrergirL Sucht man den Werth direkt mit Hülfe genaner 
Logaritiimentafeln und des Nähernngswerthes ^ <= 1^1431356 . . ^ 
so findet sieh 

fl= 0,8813735870 ... 
Erinnert man sich der früher (in § 7) erwähnten Bezeichnnngg- 
weiaen fflr den transscendenten Winkel t, bo kann man, da @uti7= 1, 

tog j - 1, 

n ^ L — oder j = Am hyp. II 
setaen. Gleicherweise ist 

§ 17. Fortsetzung. Zwei andere Reihenformen fSr Sinnu 
und Ho^mu, betreffs deren man ßerirarufi 26) Darlegung ve^ 
gldchen kann, sind nachstehende: 

-. --. , m(mS--l») _. , , 
®ra MM =™ m ©in u -| ^ — —^ @ni^u + 



go|rott — 1 + - 



- @in»!i + . 



4! - 
«Hm^— 2')(i»^— 4») , 
61 

Bride Reihen convergiren, solange u<l. Man erkennt die» 
daraus, dass, weichen Werth m auch besitzen möge, von ünem 
gewissen Qliede der Reihe ab alternirende Vorzeichen antreten 
müssen. Krtheilt man dem u in beiden Fllllen den Grenawerth 
n, 80 bat man resp. 26) 

, »1(1»'— 1") , m{nt'—l')(m'—3') , 

"+ — 8i + 5i +•■■■ 
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1 (3+2^/2)"+! 

ä' 

25. 



21 ' 4! 

Addirt man die beiden obigen Gleidiangen und trägt dxbei der 
Identität 

g"w _ a:offftu + @inmu 
Rechniing, bo findet man 

— i -.M gtnStt -1- 



§ 18' Forteetsung. Von besonderem Interesse sind in 
der gewöhnlichen analytisclien Trigonometrie jene Reihen, welche 
Cosinus und Sinns des vielfachen Winkels nach Tangentenpotenzen 
des einfachen Winkels fortschreitend darstellen; wir meinen die 
Seihen 



cos>»u = cos-ua- ^^jl^^, tang^ + j^^^L^ tang%+ . . .). 

Da die Herleitung derselben in den Lehrbflchem gewöhnlich sehr 
zurücktritt, so wollen wir, mit Verweisung auf Maniellf), einen 
Augenblick dabei verweilen. Solange tang^x<l, kann man so- 
fort setzen 

(cosu + isinu)" = coB"^(l + itangM)™, 
oder, bei Anwendung des binomischen Lehrsatzes, 

(cosM-l-fBinM)"™ coa"w(l + ( JitangM — 
( n taug% — i ^ g j tang»u + . . . , 

Da aber links der üfotvre'sche äatz zur Geltung kommt, so kann 
man uDverzflglich die Trennung in einen reellen nnd imaginären 
Bestandtheil bewerkstelligen und findet 

sinffiM = cos^wM JtangM — ( Jtang'w+ . . .1, 
cosOTM^ cos'*m(1 — ( Jtang^ + f Jtang*w — . . .). 
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Bedenkt in«i «BdÜeh, dasa 



kl (ffl— *)! 
m(m—l) .. .im—k+l){m—k){m—k—l) . 



^=0 



*!(m— *)(m— A— 1)...S.2.1 
ist, Bo erhält man direkt die von Bertrand angegebenen Formell, 
zunftcbBt allerdings nur ftj ein gaoczafali^ m, Mantel (a. a. 0.) 
zeigit aber, wie man sich von dieser Beschränkung Leicht befreien 
kann. 

Die Einftthrnng imaginärer Argumente liefert die Reihen 

""g^, Ian9%+...). 



Beide Reiben eonvergiren tat sftmmtliche reelle Ai^nmente von u, 
fUr velebe 

lonfl^ S 1. 
Davon sei gleich als Analogon der bskannten von leibtülz 
gefundenen und von ihm zur Berechnung der Zahl x gebrauch- 
ten Reihe 

M = tang M — — tang^ + — tangh* — . . . 
die folgende gereiht: 

« =Ian9M + - Inn(i*K + - Xong'u + . . . 

Verwenden wir diese Reibe zum nämlichen Zwecke, d. h. jetet 
zur numerischen Berecbnui^ der Zahl II, so finden wir 

$ 19. Verbindungen des gemeinsamen und trans- 
Bcendenten Winkels. Hehrfache interesaante Reihenentwicbe- 
lungen ergeben sich uns, wenn wir den transeoendenten Winkel r 
mit in die Betracbtnng hereinziehen, der, vie wir oben salien 
(§ 9), am Einfachsten durch die Gleichung 



t»ng-=-a;an9" 
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Verbiiidaiigeii d. gemeiDMioeo u. t^uiBsceudenteii Winkels. 135 



defiuirt werden kann.*) Bezeichaen wir diesen gemeinasmen Werth 
mit #, Bo wird 



•) Wir bonUtEeD diese Gele^Dheit des Wledersaf treteng einer so 
wiclitigeu GrOese, tun nnnmelu, wo wir Ober die DiffetenUakjaotieiitmi 
der inversen Hyperbelfunktionen (s. o. § IB) verfügen dUrfen, eine htlbeche 
geometriacha Betrachtnng Laitant'e 2S) nachintragen. Setst man 

I = 2 arc ttmg », u = 2 See Xang », 
wo # ein Ewisohen — l nnd + 1 spielender Parameter ist, so bat man 
nach XXVI 



dt- 



f*" 



d», 



dt ' 



d« = -^ 
l+ö" 
1—*»' 



» rf*, 



CoDstmirt man eine Cnrve (Fig. 23) mit den ausammengeliQrigen Werthen 
von T und u als Absoissea Flg. 23. 

and Ordinaten, so erkennt 
man, dass dieselbe dnrcb den 
Ursprung des STStemes 
hindurchgeht und tu Asynp- 
toten zwei der Ordinatenaxe 
parallele gerade Linien bat, 
welche reap. nm ± j^ von 
dieser abateheD. Die In Ur- 
sprung an die Carve gelegt« - 
Tangente AOB balblrt den 
Coordinatenwinksl , denn da 



hier i 



= , so ii 



rf^= 1=1*1« 46». 
Bildet man den zweiten Diffe- 
rentialquotienten , so wird 
(bei Laitant sind diese Re- 
Bnltate in Folge eines für das '^ 

SchlusaresultAt belanglosen Druckfelilera etwas anders angegeben) 









4» 



■ (1-9')' 
Hieraus ei^iebt sich der Krümmungsradius 



^ ]/% *(1— 9*) 

(f wird unendlich in den drei Fällen ; »~t.» — — 1,9 = 0. Somit 
hat die Cnrve drei Wendepunkte: zwei im Unendlichen und einen im 
Ursprung. 
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|-»-|*'+l *'-?*'+■•■■ 

Bomit durch AdtÜtion und Snbtraktion 

L8a8t man u ia U flbergeheo,' bo wird gleichzeitig ^ = 71 und 
lun tut 

16 ~ 1+l/ä 6' (l + IÄ)' 
-«-"+1^-»"+..., 
4g— I 1 1 1 1 

16 ~3' {1 + 1/2)' "^'' (1 + 1/2)'- ■■ 

Setzt man andererseits Bin r = Xonfl w = 8, so geben die obigen 
(§ 16,18) uacli Potenzen der Sinns nnd Tangenten fortschreiten den 
Reihen fUr das cyklische nnd hyperbolische Argument u über in 

ans denen wieder dnrch Addition and Subtraktion hervorgeht 
. ._21— l!g,^il-l'.3«„, 6I-1'.3',5> „,j^ 



3! 6! 7! 

Durch Einftthreng der zuBammengehOrigen Spezialwerthe u^ 0, 
T — % erhilt maa 



4 g- 



4g+j>_ 1^ ai + 1' 1 

21/2 ■'"^a 31 "^2 



-.vCoot^lc 



g 20. Entwioketnng de« Ari^umenteH nach PuleDs«n von 6in. 137 

Schlieaslich aei €mu =^ taug r =^ 0. AladKnn ergeben sich, ««du 
wir verfahren, wie bisher, die Reihen 

" 21* 3 "*" 4! " 6 6! ' 7 + ■ ■ •' 



M + T — 2 
_2!~1> 



3! 6! ^ 7! 

endUcb, fttr u = i7, t = ^ » 

4/7+Ä „ 2! + l* , 4! + 1^3* ei + l^-S^ft" , 
_ = 2 gj- + ^i -i 

4 "" 
2! — 1' 41 — 1*. 3' , 61— 1».3'.6* 8!— 1*.3^5».7* 



+ ... 



3! 6! ' 7! 

Du Verdienst, diese eleganten nnmeriscben Reihen in die Wiasen- 
Bchsft eingeführt ku haben, gebflhrt Beatis und Laisani. 

§ 20. Entwickclnng des Quadrates des Argnmentes 
nach Potensen von Sin. Erhebt man auf beiden Seiten der 
Gleichung 

1* ©itiHf , 1^.3* <SAVhi 

in'a Quadrat, so ergiebt sich zunächst 

«* = @m%-2.-^-^- + 2.^p.- ^ ... 

■ 1* @ut% 
■'■(2I)>' 9 "•■"■ 
1' 
213 

2.9 ^1 ^ 18.3 + 2.5 _ 64 ^_ (2.4)' 

1.2.3.4.6 9.1.271. 2"^ 3(1.2.3.4.6)" 3. Öl"" 8.5! 
ist. Hau erkennt auf diese Weise leicht das allgeoieine Bildungs- 
gesetz der Reibe, welches dann, wie gewöhnlich, a posteriori 
darch den Schluas von n auf (n+1) allgemein erhSrtet werden 
kann, und findet 
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1 9I 1 91 J.1 

M* = ®in^— ^'li ®m*w+ ^ ■ ^^ ©m«w~ . . . 

^' ^'^ * {2Ä— 1)1 ■&«"«*■-. 

Diene Keihe convergirt wiederum für 

©inw^l, u^J7; 
in letzterem Falle wird 

23! 3" 5! *■ 7! "*" ' * "' 
oder, wenn in jedem Zähler sämmtlicbe d&rin enthaltene Faktoren 
gleich 2 beranegezogen werden, 

m !_?-' (1^4-1* M'_2! (3')' , 

2 3! "^3 6! 4 7! '^■" 
§ 21. unendliche Produkte. Indem wir udb jetzt sn der 
Anigabe wenden, die HyperMflmktionen in Form unendlieher 
F&ktorenfolgen darzastellen, mQBSen wir darauf achten, daBs die- 
jenigftn Formeln, anf welche wir nna in erster Linie stutzen, 
strenge bewiesen seien. Es giebt zwar fttr die KreisfunklioDen 
eiBfl grosse Anzahl solcher Entwiokeinngen, allein die meiBten der- 
selben sind geringeren oder grflHseren Kinwttrfen inageMtzt Zu- 
gleich elementar und correkt ist das von Mantel eingeschltgene 
Verfahren, die fragliche Funktion zaerBt als ein Produkt ans emer 
endlichen Anzahl von Faktoren darzustellen nnd hierauf erst 
den Grenzübergang zum Unendlichen zu vollziehen. 

Gebt man aus von der oben (§ 18) hergeleiteten Relation 

ainffiu = 008»«^ jtangM— f jtang*w+ . ..1, 

so kann man, indem man m durch 2>n ersetzt, auch schreiben 

sinSmu ,tm-i~^ 

-^3ps;^cotangM«(_l)-^X 

KT)-^*^-- +'-""( Ji.)]- 

Betrachtet man den in der Klammer stehenden Ausdruck ah die 
linke Seite einer auf Null gebrachten algebraäsohen Gleichung, in 
welcher tang% die Unbekannte repräaentirt, Und löst dieselbe 
auf, 80 erkennt man, dass der Ausdruck 

tang>*^(?=l,2,3...»J— 1) 
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aämmttiche Wurzeln in sich Bchliesst; ea ist also 29)*) 
Für 2mM = af wird hieranB 



(- 



.. ("— 1)» 



—■£)■ 



Laset man hierin u' <^ werden und bemerkt, dasa 
Binu 



wird, Bo gebt die ietzterhaltene Gleichnng über in naclifolgende: 



l=tang^ 


Sm"'^ 2m--- 


'"^=- 3^- 


durch UJTieion witd also 


•^"'-^■"^^^^ 


, ""«'s. 




tag' -2^ 


)S 





Durch einige einfache Orenzbetrachtungeu , deren Reproduktion 
w dieser Stelle zu weit fDhren wfirde, findet man 31) dia Sbrigens 
auch an sieb einlenchtendfl Resnltat 



y'Ä* 



*) Soweit Hi; alch im Endüohes bewagt, uteht MantePa Art der 
Heileitang fast in vOlligeoi Binkliuig mit jener, welche bereits vor einer 
Beihe von Jabren von RaabeZO) in Vorschlag gebracht ward. Beim 
UelMigang vom endlfoben zum unendlichen Produkt war jedoch von 
diesem nicht dl* nSthige Vorsicht beobachtet worden. 
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des Ferneren ist lim cos — - ^ 1 und 



lim [ 2m tang — )"=«'■ lim 



endlich, wenn wieder i 
letzten Grenz Übergang 



die Stelle von u' tritt, durch i 



E^ne ähnliche Uednktion liefert 

Eb werde nanmehr dem reellen Argnment u das imaginäre tu 
Bobstituirt; alsdann wird 

>„„.(.,-)(.,-)(.,^)..., 

Formeln, welche, wie oben geseigt (Kap. 1 § 8), bereits Euier und 
L'ffuilier bekannt gewesen sind. 

Die Formein XXVI nmimt Laisant 33) zum Ansgangspnnkt 
gewiaser analTtiacher Unteranchnngen, zn welchen wir ihm jetit 
folgen wollen. Fflr u = \ und u — II gehen beide Formeln re*p. 
in dieae tther: 

iHH^^m-m^^y- 

Setzt man andererseits für u die Werthe x nnd — , so resnltirt 
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Reihen nnd Fsktorenfol^D für Zang and eotong. 

J^/. J^\ 2.5.10.17... 

2m\ e«/ 1.4.9.16...' 



I(--?) = T 



13.29^- 
,9.25... 



1.26... 

§ 23. Reihen nnd Faktorenfolgen fflr Xang nnd 
Solang. Um f^r ^ . j '^ Eeihen zn finden, welche nach 
Potenzen des ArgnmenteB fortschreiten, kann num mit äoäelSS) 
TOD der Entwickelnng des Bmchea 
u 

" - «•-i 

nush einer ifaclaurin'aahea Reihe »osgehen. Bekanntlich ist fBr 
jede Funktion 

y = /■„, — /(o) + ^ rw + ^, A»> + ■ ■ - 
Differenürt man anf beiden Seiten der Gleichung 

M — {«"— l)y 
nmal, ao bekommt man das System: 
l=CV + (e"— IV, 



- e^ + (")«^' + Q)eV'+ . . . +(e--l)y<->. 

Berechnet man ans dem entsprechend fortgesetzten Systeme y^^f), 
Bo ergiebt sich eine gewiaae Constante, die vir durch 

bezeichnen wollen- Es sind diess Zahlen, welche in der höheren 



bei Boüel, nseh den Kegeln der Determinantentheorie berechnet und 
duin erat, worauf der untere Index hinweist, u = gosetit werden soll 
Kit Aiunahme von y" wird librigens jedes yjg?''''^ =■ 0. 
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142 Theorie dw eiofuben HyperbetfaoktioiMn. § ü. 

Anslysis eine wichtige Rolle ajpielen und nach JaAob Bernmüh, 
der znerfit ihre Bedentuag erkannte, den NaB«n Bemoiäidfiit 
Zahlen führen. Setzen wir weiter, wie es ^wohnlich geechieht, 

80 liefert der Satz von Maclaurm anmittelbai 

Da aber 

u u au 

e" + l~e"— i «*•— 1 ' 
Bo folgt darch geeignete Zusammenziebung entaprecbender Reiben- 
glieder 

Wenn wir endlich Xonflu gleich 

e"— 1 2 

setzen, so ergiebt sich 34), da dann noch u dnrch %v zn er- 
setzen ist, 

3::anflM = 2n2*— i)-<,w+ .. . 2»-(2'-— ■i)A,-,u»^'+ ... 

Analog folgt aas 

indem abermals 2u fttr u geachrieben wird, 

aotanflu = - + 23^iM+... ■\-2^A%^xu+ ... 
Die Zahlen ^i . . . treten auch auf, wenn einer der beiden Ansdrflcke 

, sinw , ©in« 
log , log -— 

in eine Fotenzreihe nach u anfgelöst werden soll 36). 

Eine weBeutUcb verschiedene Botwickelang der Tangente in 
eine Reihe findet sich, wenn wir toi der ans den Formeln des 
§ 18 leicht erbaltticben Reli^on 
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Reihen nod Fikt^oranfolgan für Süang nad Sdtang. 143 

( {2 COB «)=— ' — -"7 - (2 COB U)*'^ + \ 



tiugämu ^= 4s!tiu C08U - 



(2C0BU)" -j (2 COB «)*■»-"+ ] 

I 2»i(2m— 3),„ .„^ l . 

eine geeignete Anwendung machen 36). Zerlegt m&n zur Rechten 
in Partialbracbe, BO folgt 



+ -77^ 



Ein Grenzübergang, ^bnlieh deb schon früher beaprechenen, IfisBt 
fllr ein grösser nnd grCeser werdendes m hieraiiB 37) 

_ 8u 8m 8m 

t*iig" — ji,,_4yi + 3ij^i_^„i+5i^i_^i+ ■■' 

hervorgehen. Die Zerlegnag jedes Gliedes in Partialbrllche erglebt 
2 3 2 a 

"^ ~*— 2« » + 2u 3x — 2w a» + 2w 

Indem [7- — uj an die Stelle von u b-itt, folgt bierans 



1 2u 2m 2u 

~ M~ l>jr2— «> "~ 2»jr»— «' ~ 3'jc'— u* ~ ' ' * 

Aus den für tang x nnd cotang u gefandonen Reihen folgt mittelst 

der bekannten goDiometrCschen Relation 

coseo u — cotang u + tang ~ 

1 , 2if 2u , 2u 

~"'"~M + 1V-«^— 2%5=i* + 3^*S-M' — " 

and, indem wiedernm u mit It- — uj vertanscht wird, 

_ / 1 8 6 \ 

""""^^U^x^-lw* 3'jri— 4«J"^6V— 4m^ '-V' 

i.,ji,-,..i-,:,C00glc 
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Geht man jetzt von den Kreiafnnktionen En den Hyperbelfunktiones 

fiber, so folgt 38] aus der Formel fUr Tangens 

1 lang» 11 1 

8 11 1W + *«" 3'x' + 4u"'^5'«' + 4ii'"'''" 

Je naebdem u ^ R oder gleich t gesetzt wird, iaatet diese 

Identität 

. -J !_+ ! + ? + 

S'/in »'+4/7' ^ 9»' + 4D' ^ 26;t' + 4/7! ^ ■ ■ •' 

8 e'+l Jt' + 4 ^ 9»'+4 ^2S»' + 4^"' 
Wird u durch iru ersetzt, so erhalten wir 
1 Initaf 



r + ö 



l + 4a' ^ 9 + 4«' ^26+4i<'^ 
oder, fUr ti — < 1, 

1 «'"— 1 ,1.1 _ _ 
8* ,!»+l 5 "''13 "^29 ■^63'' 



; + •■■ 



Ana deu CotaDgentenformeln werdeo durch VertanschuDg dee 
reellen ArgumenteB mit einem imsginAren folgende neue: 

reap. fOr « = JJ und a == 1, 



^M--^)-. 



n"" o 



Far u werde ^cu und bieranf 1 üQr u geeetst; daB giebt 



IMe entsprechenden Entvickelnngen für die hyperboliscbe Sekante 
nnd CoBekante suheinen nocb nicbt vorgenommen worden za aein. 
Eb findet aich 



a = ©ecii ^^[^ij^t + 4„2 32^,^ 4«*"'' 6^ä»+4m'" 

' U l^Ä^+M* i^X^-\-U' 3*-Ä*+il' 
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§ 23. Kettenbrachentwickeliin^n. 145 

Es leuchtet ein, dus ond wie man durch Einzel diviBion diese 
Reihen für „ . | u zunächst in Doppelreiben nnd diese dann 
wieder durch Znummenziehung in solche Reihen verwandeln kann, 
welche nach Potenzen von u^ fortlaufen. Ebenso mnaa es möglich 
sein, äax Argument durch eine nach Potenzen von ®«^ fort- 
schreitende Reihe aaszndrflcken.*) 

§ 23. Eettenbrnchentwickelnngen. In der berühmten 
Abhandlung aber die hypergeometrlBche Rdhe hat 6mas40) fol- 
gende Identität nachgewiesen: 



l.(y + l-a) . 



(a-H)(y + l) ^ 



l — 



(y+g)0'-l-8) 



2.(y + 2-c) 

, (r+3)(r+*) ■ 

1—... ' 
nach dem bekannten Satme der Eettenbruchlebre, daaa je zwei 
Theilnenner und der in Hitte liegende Theilzäbler mit einer will- 
kflrlicben Zahl multipUcirt werden dttrfea, ohne dass der Werth 
des Ketteabmcbes eine Aenderung erleidet, kann man biefUr 
auch schreiben: 



■) Koetttfftberger 39) hat jüngst aus den von Gawtt nachgelassenen 
Papieren dargethan, dass dieser grosse Mathematiker sieb mit einem 
Spezialfall dieser Reihe beschSftigt hat. Derselbe smnmirt die Reihe 

Stc'Tt + S«'2w + StCSn + e<c>47i + . , . 
nnd weist nach, dass selbe in der Theorie der lemniskatiBchen Funktionen, 
welche durch den bekannten UmkebrungsprocesB aas dem Integrale 

/« dx 

hervorgehen, von grosser Bedeutung sei. Auch stellt Gautt bei dieser 
Gelegenheit dea tl, y einen Speiialßill von siniiin, durch unendliche 
Produkte von der Form 
(l+*'&)f«'")(1+»*Sof(c'2Ä...), resp. (1 — *»©(cHw)0 — *'®«'i«)■- 
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r+2- 


(n + Dfr + lK 

,+3 2.(r+2-.K 

' ,. 1 , (o + 2)(r+2K 

'"^* 7 + 6-... 


3eW mn Id obiger Reihe 


"-r-|, «--«'(-K «'<!), 


80 ist dieseibe gleich 




5-i(2„ + 


l»'+l».+^'+...., 


oder, da 




log(l+«)- 


"-f+M+-. 


iegö-., — ^f-^..., 

Bo ist auch 

S_ilogi+?. 



Setzen wir statt u ein Xang u, bo wird 

1 ■ KofiH-Sin« _^ _ J^ ^=_J 

2lanflw "*^ffiofu— ©IHM aiünflu "^e-*"^ alailflii* "' 
oder, wenn zum Eettenbrnche tlber^gangen wird, es ist, dmIi- 
dem noch mit Xang u tmderseite mnltiplicirt ward, 

l«IaiH % 

J^onj'» 



7—.. 
Für u = U giebt diesB den Eettenbrnch 41) 
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§ 24. Lehrsatz von Setdel. 147 

Je zwei aafdiunderfolgeade Theilzftbler sind hier vod der Form 
(2*)* UDd (2A-(-l)*; der zn (2*)* gehörige Theilnenner ist gleich 
(2k+l), der m {2A+1)* gehörige gleich 2 (ik + i). 

Andererseits Ikwt sich nach dem einfftchen von Legenäre 
angegebenen Verfahren (Kap. I § 8) auch die hyperbolieche Tangens 
in eisen Kettenbmch entwickeln, and swar ist 

long « — , 

Ffir u = 1 folgt hieraoB 

e'— 1 1_ 

6 + ^f3r 



g 

7+ ... 

Der obige Kettenbrncb fflr R ist das fayperltoiische AnalogoD 
für jene bekaniite Relation der Ereislebre 

" 1 



6 + - 



1 + 

5 + 



-^. 



durch welche Brottncker eben auf die Conception der KettenbrOcfae 
als aelbstatftndiger analTtischer Formen gefKhrt wurde 42). 

§ 24- Lehrsatz ron SeideL Ans der idenUadien Olei- 
chong 
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14S Theorie der eiDCachen ITyperbclfniiktioDen. g ii. 

leitet Seidelii), mdem er für a Buccesaivc ti, ä> 7 - - - ^^^ 

die Relation 

Bin« a a a a 

her. Durch Einfflhrnng des imaginären ArgnniMites ui fOr a vird 

Fflr u = legy geht diese Gleichung in die am angefahrten Orte 
etwa« weniger einfach bewiesene Oleichang 



■^FDIFÄFF 



Durch Division folgt 44) 

UHU 
OOa — COB -- COB — 



g 25. Lehrsatz von Laisant. In Folgenden stellen wir 
noch einige von Laisant seibat herrtthrende Formeln znaammen 45). 
Es ist, solange m endlich ist, 

-(sinu — — bin'"«) = sin*« +■ --8iu^3u+ ... + rsr^ sin'3"*~'«, 

- (OOBU ± — C0b'"m) =» 00S*M — OOB'SU + . . . ± r^iTIj COB'S*"'«. 

Diese Relationen ^nd nm desswilleu bemerkenawerth, weil in ihnen 
ein unterschied zwischen cyklischer und Iiyperboliacher Goniometrie 
zu Tage tritt, wie wir ihn bislang noch nicht zn conatatircn Versn- 
lassong hatten. Adapürt man nämlich obige Formeln in bekannter 
Weise für jene, so ergiebt sich, solange von tn daa fi-tiher Fest- 
gesetzte gilt, anstandslos 

4 (^ ©inS-w— ©initj — ©tn^w + J- ©in*3M+ ... + —^ ©tn»3— 'u, 
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§ 25. Lehreatz von Laiiaal. t49 

Während aber die nykliBchcn Formeln auch dann noch gültig 

bleiben, wenn m tiber alle Grenzen hinane wSchst, verhält eich'a 

bei den hyperboÜBchen Formeln anders, denn da dem Wachaen 

des Argumentes bler keinerlei Grenzen gezogen sind, so mttsBen 

die Reiben recbter Hand jetzt divergent werden. Den cykb'schen 

Gleichungen 

3 11 

j sinu = 8in^ + ^ 8inä3'w + -j BiB'3^+ . . . 

- COSM = eOB*M — —^ C0B'3'w+-^ (!08^3% — . . , 

stehen somit keine hyperboli Beben Analoga znr Seite. 

Ana den zaietzt betrachteten Formeln lassen sich, fUr den 
Spezialfall m^ 1, folgende Produkt - Entwickelungen ziehen: 

4(£of'J— 1 4M'55— 1 4Uof'55— 1 

" 3 3 3 ' 

EofK- (4Sol'p-3)(4K.I> J-3)(4KopJ-3) ... 

- (l + 4 Shl'l) (l + 4 ®m>|) (l + 4 «in'p) ■ ■ ■ 

Mit diesen Darstellungen mag die reiche Fälle von Tranaformations- 
problcmcn, zn welchen die Einführung der Hyperbelfnnktionen 

in die Analyaia gewisaermassen hindrängte, ihren vorläufigen Ab- 
Bchlnse finden. 



1) Änim., Der InfiuiteBimal-Calcal in einer neuen Form, 
''s) Archiv d. reinen u. angew. Matbem., HL Band. 

8. 285 ff. 

2) Grunert, Elementare Behandlung der Lehre von der 
Quadratur der Hyperbel und der Theorie der hyperbolischen oder 
natürlichen Logarithmen, Archiv d. Math, u, Phys., 25, Theil. 



3) Mzze, Berechnune von — ; für ein der Einheit sich 

' " (ologo 



, L .oogic 
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die elemenUre Qnad»tar der HTperbel, ibid. 26. TfaeiL 3. 111 ff. 
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betreffend, ibid. 37. Theil. 8- 40 ff. 

6) Jzzareßi, Trattato elementare delle funiioni iperboliebe, 
Roma 1871. 8. 1 ff. 

6) Wie£orek-Wie£oreketvicz , Welches ist die paasendate Lage 
der Quadranten in Parallel- Coordinaten, Zeitschr. f. math. a. natnrw. 
Unterricht, 6. Jahrg. S. 433. 

7) Laisant, Essai snr les fonctions hyperboliqnea, Paris 1874. 
S. 12 ff. 

8) ßStsch, Die hyperbolischen Funktionen und deren Bezie- 
hungen zu den Kieisfunktionen, Nürnberg 1870. S. 12 ff. 

9) Milinowski, Die Kegelschnitte behandelt fQr die oberen 
Klassen liöherer Lehranstalten, 3. Abtheilang, iieriin 1879. 8. 6 ff. 

10) BÖtsch, S. 18 ff. 

11) Laisant, 8. 10. 

12) DÖtsch, 8. 7 ff. 

13) Ibid. S. 20 ff. 

14) Seyäewitz, Nene Untersnchungen Ober die BestJmmnng 
einer gleichseitigen Hyperbel vermittelst vier gegebener Bestim- 
mnngsstflcke, Archiv d. Math. u. Phys., 3. Theil. 8. 325 ff. 

15) Mansion, R^ninä dn cours d'analyae infinit^male de 
l'univergitä de Oand , Gand 1877. 6. 9. 

16) Schlömilch, Handbuch der algebraischen Analyats, Jena 1863« 
8. 21 ff. 

17) B. Wolf, Geschichte der Astronomie, HOnehen 1877. 
8. 348 ff. 

18) M. Cantor, Einige Sitee lur Theorie der hyperbolischen 
Funktionen, Archiv d. Ifath. u. Phys., 19. TheiL S. 88 ff. 

19) Azzta-eUi, 8. 20 ff. 

20) Laisant, 3. 16 ff. 

21) Ibid. 8. 20. 

22) Azzarelli, 8. 22 ff. 

23) Mantel, Trait6 de trigonom^trie analytlqne, Arnhem 1877. 
8. 108. 

24) Vtllarceau, Note sur le d6veloppement de cos mx et de 
sin mx, snivant les pnissances de »n x, Compt rend. de l'acad. 
frans. LXXXIL S. 1469 ff. 
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25) Berlrand, Traitä de calcul diffärentiel et de calcnl int^ 
gr&I, Tome I., Paria 1864. 8.297. 

26) lAüsant, S. 23. 

27) Mantel, 8. 100 ff. 

28) Laisant, 3. 10 ff. 

29) Mantel, S. 30. 

30) Raabe, Matbematiacbe MittbeilaDgen, 2. Heft, Zflrich 1857. 

31) Mantel, S. 70. 

32) Laisant, S, 27 ff. 
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S. 229 ff. 

34) Ibid. S. 205. 
Laisant, S. 26 ff- 

35) Laisant, S. 27. 

36) Mantel, 8. 50 ff 

37) Ibid. 8. 80. 

38) Laisant, S. 30. 

39) Königsberger, Zur Oesebicbte der Theorie der elliptiscbcD 
Transscendenten in den Jabren 1826 — 29, Leipzig 1879. 8.96. 

40) Gauss, Disquisitio circa eeriem iDfinitam, Abhandl. A. 
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41) Laisant, 8. 31. 
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Kapitel IT. 

Änwendong dei Hyperbelürnktionen anf Fragen der 
Algebra und AnalyDS. 



§ 1. Snmmen- nod DifferenElogarithmen. Zar Be- 
ütimmniig des Werthes von 

log{a±ft) 
werden die sogeaannteo Snmmen- und Differenzlogarithmen an- 
gewendtit, welche gowöhnltcb nach Gauss benKimt werden, eigent- 
lich aher ihre EsistenE ia dieser Form von teonelli lierleiten !)■ 
Schon weit älter sind jedoch 2) die Versuche, die Berechnung 
jenes Logarithmen mit Hülfe der Trigonometrie zn leisten. Für 
den Logarithmus der Differenz war dless leicht, fQr den der 
Summe aber mit einigen Schwierigkeiten verknüpft Lässt man 
Kreis- und Hyperbelfunktionen aU gleicbberechtjgt eu, so ver- 
schwindet diese Diskrepanz; denn setzt man mit GronauS), je 
nachdem das obere oder untere Zeichen gilt, 

©in ?i = l/-) 8in(p=l/-. 
so wird (Kap. UI § i) 

log(a + ft) — loga-hlogfl + -j = loga+21ogeof9'. 
log(a — b) — = loga + logfl- — 1 ■= log «-|- 2 log cos 9). 

Da es sicherlich nicht unzweckmüssig ist, an dem ersten eich 
darbietenden numerischen Beispiel die Handhabung der Fortm- 
achen Tafeln zu zeigen, so stellen und lösen wir folgende Aufgabe*): 

*) Eb Ist zu beachten, dasa bei den meiiten nnmerisohen Recfanungen 
dieses Kapitels eine RUckaicht aaf den Unterschied Ewiachen natfiriichen 
und dekadJBclien Logaritbrneu nicht genommen %u werden braucht, da 
die KichtbeachtuDg des Moduls eich durchweg selbst rcktificirt. 



■A'OOc^lc 



§ 1. SniDineti- und Differemloirarithmcii. tS3 

Ao8 den gegebenen Werihen toh log 2=0,30103 und log 6=0,77815 
den log 8 = log (2 + 6) zu berechnen. 
Für'a Erste ist 

log ©iny — i {0,77815 —0,30103) = 0^3856. 

Gehen wir mit diesem Werthe in die Tafel ein, so entpriebt dem 
log@in = 0,2364548 der Äi^mentwerth (23ettA) 1,3167470, 
dem log ©in = 0,2386250 der Argnmentwerth 1,3170863. Die 
Differenz der Argumente ist 3393, die Differenz zwischen äem 
Diclist kleineren Logarithmus Sinns der Tafeln nnd 0,33856 ist 
gleich' 1052, die Tafeldifferenz der ]og@in ist gleich 1702 nnd 
es besteht also die Proportion 

17 : 11 = 3393 : x, 
wenn wir links, den beubsichtigtAn f&nf Stellen entsprechend, 
kürzen; mithin ist 

X = 2195. 
Das geanohte Argument ist 

9> = 1,3167470+0,0002195 = 1,3169665. 
Hiesn findet sich ein entsprechender log Hof nicht unmittelbar in 
der Tabelle; da aber zum Argument 1,3167470 ein logSof = 
1,3009606 gehört und 1277 die in der DifferenztabcUe stehrtide 
Zahl ist, so hat man, weil auch die obige Differenz x gegeben 
ist, die weitere Proportion 

3393 : 2195 = 1277 : y, 
V = 823. 
DemgemäSB ist 

log üEof g> = 0,3009506 + 0,0000823 = 0,3010329, 
somit, wenn nnr 5 Stellen berttcksiehtigt werden, 

log 8 = 0,30103 + 0,60206 = 0,90309, 
wie hinlänglich bekannt. 

Man begreift, ilass diese Berechnang sich auch noch abkürzen 
läsBt, sobald man auf die Eenntniss des Argumentes q> verzichtet- 
Da nämlich zwei Tafellogarithmen ffir Sinns um 1702, ftlr Cosinus 
sm 1277 von einander abstehen, und da der gegebene log@in 
um 1052 grösser ist als der nächst kleinere in der Tabelle, so 
ist die Proportion 

1702 : 1052 = 1277 : y' 
anzHBetzen. Hierang folgt t/' = 789, also wird, für 5 Stellen, 

log (S.o'ifp = 1,30095+0,00008 = 1,30103, 
wie zuvor. 
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154 Anwend. d. Eyperbelfuikt. a. Fngei-d. Algebra n. Analyais. § 3, 

§ 3. Lftaang der quadrAtiichen Gleichtmgen. Äehnlieb 
verhält ee sich mit der AneuehoDg der Qnadratwnneln ftns Bino- 
meD von der Form 

Wirdf anter der gleioliea VoraoBBetsang wie obes, 

-,. » . f> 

©in «>-=-, 81» (p =• - 

a a 

gesetEt, Bo erhellt, daae 

l/flS-l-fti «= at/l+ ®inV = aM9'j 

l/a*+ J' ■* «l/F— BinV >= aco8 9>. 

Damit ist auch die goDio metrieche AnflSBiiiig der qnadrafbchen 

Gleichung 

erledigt Da n&mlicL allgemein 

ist, 80 wird, wenn innerhalb der Wnrzel das obere Zeichen gilt, 

a! = — odTMy). 
in anderen Falle 

x = — a (1 T C08 g>). 
Die beiden Warxelwertbe Bind dann also entweder 
a;, = a(Ei»f V— 1) — 2a®tn*| y, 

xt = — a(Eo[9)+l)'— — 2aEoPs" 9'> 
oder 

all =— — «(1 — eoB9>) -= — 2o8in*^ 9», 

», = — a(l + co8y)«— — aoeos'-ip. 

§ 3. LöBang der knbiBcheu Gleichungen. Der quad- 
ratischen Gleichung Bchlieaat sich die kubische ungezwungen an- 
Den hohen Werth der Hyperbelfunktionen fflr die Behandlung 
des sogenannten reduciblen Falles der (^arf/an'schen Formel hatte 
bereits Lambert (Kap. 1 § 6) erkannt, und seitdem im Laufe dieses 
Jahrhunderts jene Funktionen eu immer grOseerer Beachtung ge- 
langten, hat gewiB8 jeder Scbriftsteller, der sich überhaupt ^- 
gehender mit denselben befasste, deren Anwendung auf die Gld- 
chungen dritten Grades nicht vergessen. Insbesondere ^t diess 
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TOD GronauA), der sein Verfahren betondcn an der von XHiffelb) 
ongeDaa gelöBtea Qleichiuig6) 

aH»— 13,3592 3:— 24,6877 
prüft and sowohl deren reelle Wureel, als auch du compLexe 
Wnrzelpaar bis auf 6 Stellen gepan darstellt Eine weitere ver- 
dieuBtliche Studie über gegenwärtigen Gegenstand ist diejenige 
Matzka'al), welcher das f^don'sche Radikal nicht, wie Andere 
thnn, nmgeht, londern zum Ansgangapnnkt für aeine ganze Unter- 
anchung nimmt Die originelle Änffassnng des Problemes bei 
LaisanlSi ^ird erst im achten Kapitel inr Sprache kommen können. 
Wir werden uns an dieser Stelle durchaus an firun«rf 9) anacbliessen, 
dcBsen Hethode den Voring hat, mit den einfachsten Htllfkinttteln 
und auf dem kflrzesten Wege ihr Ziel anzuatreben. Insbesondere 
trfgt die von ihm dnrchgefflhrte Paralleliärnng des cyklisch- und 
des hyperbolisch - goniometriachen Verfehrens dazu bei, zu seigen, 
dau an nnd fflr sich nicht der geringste Unterschied zwischen 
dem rednciblen nnd dem irrednciblen Falle gemacht zu werden 
braucht Die gewöhnliche Darstellung der Lehrbflcher, welche 
den Lernenden im ersteren Falle auf complicirte WurzelauBziehnngen, 
im zweiten auf elegante trigonometHsche Rechnung verwies, war 
gewiss nicht dazu angethan, die principielle Analogie zwischen 
beiden USglichkeiten nach GebOhr hervortreten zu lassen. 
Die anfsnlOsende Gleichnng ist ein für allemal diese: 
x^ + ax + b -=0. 
Je Dach ihrem Charakter wird dieselbe verglichen mit einer der 
folgenden vier identischen Gleichungen: 



cosy 



(-•ff 



II- -.-■ -jr.-^:^ + 



UL 



m\ 3 ''»'i 



ir^ 



Sin 



8 Sin y _ 
4r3 
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die beid» erstea täai ah die TripckticmEglpichfliigeB, die beides 
letzten aas Kqi. lU § 14 bekaaiit r ist äne Torbnfig nocb gini 
onbotimmte GröMC Wir betrmcIiteB nwunehr die vier FiUe ge- 



L Die dirdcta Twglekh«Bp «isiriit 

3 3 . e<»9> 

Eü Wertb iat also gefundcB, es ist 

X, ^. 

Dweh Svbtnktiga folgt uu den Wden Gleiehangen 

x> + fli + ft™0, j; + ax,+ft = 
die neue 

X* — x^ + a(a: — jr,) = 0, 
oder, wenn mit (x — Xi) ^vidirt wird, 

«' + Xi X + xj + o =^ 0. 
^e Aafldanng dieser qnadratiBcheii Gleichnng ergiebt 

^ = —^^1 + ^/— («+4 *?). *s ™ — 2^— 1/ — (a+^^;)- 

LetEtere beide Werthe aber lassen sich, wie die Einsetziug der 
ffir a nnd X] gefdDdenen AnsdrAcke aeigt, sofort in eine trigono- 
metrische Fonn überfahren, und so findet üch anm Schlnss 

'• — —■ ^ r — '' ; — 

Diese drei Wurzeln sind offenbar stete dann reell, wenn a nega- 
tir ist 

IL Andog ist 

• ? 
3^ 3^ , siny 



, sin ip = 4*^*. 

i..niP,..i-,:,Co6glc 



§ 3. LOsoBg der kabiacben OleichimgeD. 

Pills a negativ ist, sind die drei reellen Wurzeln folgende: 



-1 ^ ,-^ ^ , ^■ 


r 


m. AuB der Comp&rirnng folgt 




r ' 4r*' 


(Enf,. 


^-±|l/-l, ^.!^- 


— 4»Hi. 


Ana dem erstgefandeneo Wurzelwerthe 




.-•:■ 




ergeben eich die beiden anderen: 





1 . I / 3 , 

'^fi = —^Xi±Y —a — -x*,• 
y/iTi für X, dessen Wertb enbstituirt, ao wird 

»,,_-i(so[|T(/_4«->-3S.f.|). 

«., _ - A ((J.I I T |/-4^'-3-3®in.f) • 
Da aber, wie wir wiisen, iar^ ■= ~"3t >*> wird 

Also ist 

»,-'m|, a^ -^M|-®ill|l/5>l, 

Damit r reell werde, masB a negativ sein; damit ferner der Cosinns, 
wie erforderlich, ^ 1 sei, mnaa die Ungleichung 
_27fr^^ 

bestehen. 
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Beispiel 1. Für die Oleichnng 

a:«— 12a:— 28 — 
ist 

a = —12, b 28. 

276* 21168 ^ , 
-■ ^ = "6912">''^""' 
aiad die VorbedingHngen Air die AnweDdang von III erfüllt, nod 
es iat 



\f- 



-— -, log «of 91 = 0,2. 
£b findet eich 



log l/S =0,23856, 

«o(| = 1,07662, @m| 1/3 = 0,68677, 

demgemSas 

Xi = 4,30208, I, = —2,15104 + 137154 (, 

Xi = —2,15104—1,371541. 

Beispiel 2. Hat man anch keine Tabelle der Hjrperbel- 

funktionen znr Hand, ao kann maa Bich nichtsdeBtoweniger helfen; 

die nachBteheude AaflöBuug der Gleiohung 

1 ,11 

"ig^ + ir 

mJlge dieBS dokumentireu. Eb ist, da man f^r Sofg? Bowohl den 
poBitiyen, aU auch den negativen Werth der Quadratwurzel be- 
nOtzen kann, .wenn wir hier den leteteren wkhlen, da r ^ ± 1/9, 



- 1/^ 33 1/9 = (-33). (-3) = 9 



12 
dea Ferneren iBt 



- = -|(-|Hl-'l/|«n|). 

Wird unter a der zn g> gehörige transacendente Winkel vei- 
Btanden, bo ist 

D,g,t,.,.d.:, Google 



LOanng der knblBchen ölelehangen. 

©0^9 = Beca= 99, coaa ■= — > 

a = 89" 26' 16", 
i sofort 

X a 



aicb eigiebt 
Weiter Ist 



y = <logUng(| + Jj = 



Modul ' 
y ^ 0,7666522 
3 "^ Modul 
Ist a' der zu ^ gehörige trftnBScendente WiDkel, bo ist 

(InF ^ = ani> /i'r 



ferner hat man 



3 Modul 



a' — 70" 31' 44". 
= —(9,0228779—10) = 0,4771221, 
Becß' = 3 = M?' 



Si„|_|/M-f-i -1/5=1-21/?. 

Setzt mau eiu, so ergiebt sich ala SohlusBreBnltat 

X, — 1, x^ = \+i\/\, ^ = |-»l/r 

IV. Auf bekannte WeiBe reenltirt, wenn a wiedenim poBi- 
tiv iat, 

r^±\\ß-, @iny = — 46r^ 
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Die Wnrzelu sind diessnal 

Beispiel. a;>+ 814a;— 1636 — 0, 

a — 8U, ft 1636, 

_ 27»' _ 7 2265392 
4a> ~ 2157412676 
Es ist aluu geboten, hier zur Anwendung von IV. zn Bchreiten. 
NehmeD vir der AbwecliBelung halber Biebenstellige Logarithmen, 
80 mrd zanächat 

logr — - (log3 — iBgo)— log2 = 

I (0,4771213— 2,9106244)— 0,3010300 = 0,4822184—2. 

Hieraus folgt 

log ©in 91 = log 4 + log 1626 + 3 log r = 0,2624985— 1. 
9- = 0,1820134, 

I = 0/)606711. 
Sonach iat 

log 3^1 = log ©in — log r ■= 
0,7832480—2 — 0,4822184 + 2 = 0,3010296, 
X, =2. 
Ebenso wird 

ICermit sind idle denkbaren F&lle, welche bei der AnflAanng einer 
Gleichung dritten Grades eintreten können, abgeth&n, nnd ist in- 
gleich die Homogeaeitftt der Bebandlungsweise in jedem eiuEelnen 
Falle gewahrt. Dasa ein Gleiches stets für die kubische Resolveate 
einer Gleichung vom vierteu Grade gilt und implicite auch fnr 
diese selbst, das versteht sieh von seibat; die Independenten Aaf- 
l&suugsforiaeln auch far eine solche hinzuschreiben, wie Lambert 
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(rgl. oben) gethsn, empfiehlt sich nicht, da dieaelhen eine ftlr 
die praktische Rechnung allzu complicirte Gestalt annehmen. 

§ 4. Die Moivre-Riccatischen Gleichungen. Dagegen 
mag es sieb empfehlen, noch knrz bei einer speziellen Gattung 
von höheren Gleichungen stehen zu bleiben, welche eine der der 
kubischen analoge Behandlung zalaaaen. Gronau hat darauf auf- 
merksam gemacht, dass bereits Moivre in einem der Neuauflage 
Ton Aetvton'a berähmtem algebraischem Hauptwerk einverleibten 
Aufsätze 10) solche Formen diskutirt hat In der That fuhrt die 
betreffende kleine Abhandlung den Titel: „Aequationnm quarundam 
potestatis tertiae, quintae, septimae, nonae, et superiornm, ad 
iufinitum naqne pergendo, in terminis finitis, ad inatar regnlarum 
pro cnbiciB quae yocantnr Cardani, resolutio analyüca"; als gene- 
relles Bild solcher Formen bezeichnet Moivre das folgende: 



ny + 



«(«*— 1). 



5! 
n(M'— l)(n'— 9)( »^- 
■*" 71 

Gronau bemerkt 11), dass man dieses Paradigma noch etwas verall- 
gemeinern kanne, insofern Moivre nur einen einzigen willkttrlicben 
Cöefficienten zulasse. Er selbst exemplificirt eein Verfahren an 
der Gleicbnng 

a:* — nx^ + -r x + b =0, 

welche filr x = u + -r- sofort redncirbar wird. Je nachdem 
51/ 

mnsB also die byperboÜBche oder die cyklische Goniometrie ein- 
treten. Wir bemerken beiläufig, daas man für letzteren Fall die 
eipliciten Anflösnngaformeln in einem Aufsatze von Jäger 12) 
fiudet, welcher von seinen Vorgängern freilich nichts gewnsst zu 
haben seheint. Seine BezeiehnungeweiBe der unsrigen adapttrend, 
entDehmen wir ihm 



'VI- 



- 1 cos gü =» ft. 



OfiBthtr, hypsrtHil. F 
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a>„--2l/-|oo.(f±72'), 

«„-üt/^oo.(|T36.). 
Ist andere Dfalls 

80 ist nach Gronau (s. o.), woferne aocb a > 0, 



2^/(1)' M»>--», 



'Vi 



M? 






wofern dagegen a < 0, mnsa gesetzt werden 
Singj — — i, 



Wir erinnern uns, das» anch Riccati (Kap. I § 3) solche Glei- 
chungen unter ziemlich allgemeinen Geeichtspnnkten behandelte 
und hereits die Wahrheit eines Satzes induktorisch erkannt hatte, 
dem wir damals die — nunmehr wohl Belbatverständliche — 
FasBSung gaben: 

Je nachdem die ßiscriminanle positiv oder negativ ist, haben 
Byperbel- oder KreisßrUttionen zur Anwendung zu kommen. 

§ &. Reduktion complexer Funktionen auf die Nor- 
malform. Nahezn unentbehrlich erweisen sich die Hyperbel- 
fnnktionen dann, wenn es aich um die Reduktion complexer Aub- 
drllcke auf die Normalform {x + yt\ handelt (vgl oben Kap. I § 8). 



§ 5. Reduktion complexer Funktionen auf ijie Nonaalform. lt>;{ - 

Da ans den gegebenen Paradigmen andere fthnliche Fälle ohne 
Schwierigkeit hergeleitet werden können, so beschränken wir uns 
darauf, fQr drei wichtige Fnaktionen, Dämlich fQr 

ün{g + 7)i), aee(M + rjl), arc tang {| + jyi), 
die bezfigliohe Umformung yorznnehmen. An ^ch wären die 
entsprechenden Hyperbelfunktionen mit diesen Rreisfanktionen 
natQrlich gleichberechtigt, allein da erstere aus letzteren durch 
eine einfache Umsetzung hervorgehen, so wird die Behandlung 
bloB der einen Kategorie als genügend erachtet werden. 

I. Es ist 

Bin (g + 7}i) = sin g cos );j + cos g sin f/L 
Zieht man Kap. III § 4 in Betracht, so kann liieffir ohne Weiteres 
geschrieben werden 

au(§ + rji) = 8ing Sof ly + i ooB g @üu?. 

II. Setzt man 

.ee (g + ,0 - -^jj^p:^ - » + vi, 
SO erhält man, da dem Vorigen analog 

<!O8(g + ')0== cosg So();— isingSin»? 
ist, die Oleichnag 

(a: + i/0(co8g läo()j — J ain| ©insy) = 1, 
welche wiederum in die folgenden beiden Bedingungugleichnngen 
zerfäUt: 

X cosg Si)fj/ + j/sing @mj/ = 1, 

— X Bing ^XttTj + y cosg Sof»? = 0. 

Berechnet man hieraus x und y, so ergiebt sich als Schlnssresnltat 

cosg ilo\^ 

~ coa^g Sof ); + sin*g ©in^jy "^ 

. ain g Sin t] 

cos^g KoP)/ + 8in*g ©in^jy ' 
wo der Nenner, wie leicht zu sehen, noch mehrfachen Trans- 
formationen unterworfen werden kann. 

III. Die Frage nach dem wahren Werthe complexer Arcus- 
funktionen war zwar schon mehrfücb behandelt, jedoch selbst 
von Cauchylä) nicht mit der wünschenswerthen Strenge entschie- 
den worden, bis endlich Schloetnilch li) eine wirklich exakte 
Ldsung der Gleichung 

arc taug(g + )?i) = ^+y' 



SeC (i + ^i) •= 2^ (Tnn« J- «inl^ (Kin!« + 
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gab, welche wir hier mit deu nnserpr Absicht entsprechenden 
Aenderungeo reproduciren. Mit BerflcksichtiguDg; des Voratehen- 
den haben wir 

sin X Sot y + i cos x ©in y . 

coaa; Eofy — i sina: ®iny ' ' 

Dividirt man links im Zähler und Nenner mit oos^r ßof y, so wird 
_t»ng£+ iJEan^ y_ 
1_ '" ' '"' 

woraus das Gleich ungapaar 

tanga:-=g + )j tang« Ihaiff, 
lang y = jy— | tang x lanfl y 
folgt. 

Die AnflÖanng der für die treffende Unbekannte jeweila quadra- 
tischen Oleichnngen liefert snnächst 

lang y = ^ (g> + »?* + 1 - [/(g* + j?^ + D'-itj^ 

denn von den beiden Vorzeichen der Quadratwurzel darf ans dem 

Grunde nnr das untere genommen werden, weil eine hyperboliache 

Tangente steta (vgl. Kap. III § 3) ein achter Bruch aein muBB. 

Anstatt nun auch tang x direkt zu bestimmen nnd so gleichfalls 

auf einen complidrten Werth zu gelangen, bemerkt Schloemilch, 

dass 

S *) 

X = arc taug -- — - — ~ 

1— jyXonflj/ 

und daas dieser Brnch gleich 



21 
ist Durch Multiplikation erhält man also 

\1— äylQltflS'/ l/(gj + ^i + i)i_4^^_(gi + ,i-_l)' 

Nunmehr gebe man von der Tangente des ganzen Bogens zn 
jener des halben Aber. Da, je nachdem ^S 1, 



*) aro tang z soll hier deu kleinsten aller jener positiven i 
vorstellen, deren triganometriBohe Tangente den Werth z hat. 



A'OOc^lc 



Rednktion compleser FuoklioneD auf die Nonnalform. 

1 23 

arc tang i9 = - arc tang YHäi ' 

arc taug i3 -= - — ~ are tang ^^^ 

mu8B in unaerem Falle, je nachdem 

/ 1 Vsi 

«=ffor + - arc tangT--^ — sr-* — .. ., » 
, JT 1 . 2g(l~»?Ion9!/) 



gesetzt werden, unter m eine beliebige ganze Zahl versanden. 
Rechnet man im Nenner «üb and setzt (a. oben) 

T} Iflng^ y = (p + rj^+l) lang y— jy, 
Bd tritt eine bedeutende Vereinfachung ein; der Bruch nimmt eine 
der beiden folgenden Formen an: 

H_ 2g 

Somit ergiebt sich nnB für p + rj^ < l 

arc tang(H-)?0 = ff«t + | arc ^aSjzZ^+^ + 
i^xz lang ~ (|* + ij^ + 1-/^M^^M=1^=4^^) , 
dagegen für g* + J?* > 1 

arc tang(g + )ji) = ^m + -j jt— - arc tang|j-p^— ^ + 

, i mc lang ^ (g^ + )?^ + 1— l/(g^ + »?* + 1)'- V). 

Da jeder Lyperboliache ArcuB sich in die Form eines reellen Loga- 
rithmoB bringen läset, so kann man den imaginären Beatandtheil 
anch Bo schreiben: 

iwü±(i±i>i. 

4 "*^g* + (-?-!)* 
Ungleich symmetrischer jedoch ßlllt unsere Formel ane, wenn wir 

, daas 



y = Strc lang - 



"l+gtanga: 
ist, und dasB auf diese Gleichung unsere bisherigen Betrachtangen 



, L .OOgIc 
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fast aDTerlodert Obertrsgen werden können. Thun wir diesB, so 
können wir nDserem KrgebniBB noch eine zagleich elegantere nnd 
hoinogenfire Gestalt geben. Da nämlich noch (nach Kap. I § 4), 

long«! = I tang m, Xangnuti — i.O ^^ 0, 
also 

long (« 4- mxi) = long « 
ist, wie Bidi anch ans ooBeren Mheren UnterBncbnngen fiber die 
Periodieität der Hyperbelfanktionen ergeben würde, so können 
wir sagen: 

Die complexe Funktion arc (anff{§ + )j)) lässt sich, unter 
n und n' willkürliche ganzzahlige Werthe verslanden, stets auf 
folgende Form bringen: 

n 



\nx-±_ arc tang 



±lT(g* + )?') 



je nachdem g* + i;'S 1, ist n als gerade oder ungerade Zahl 
und zugleich das obere oder untere Vorzeichen zu nehmen. 

Nunmehr ist der in den obigen ffronou'sohen Formeln vor- 
kommende Äuadmck sin {a + ßi) n. b. w. leicht vergtändlich. Sehr 
beträchtlich vereinfacht sich ferner durch die Betrachtungen 
dieses Paragrapbs eine Aoflösnng der knbiBchen Gleichungen fOr 
alle denkbaren Fälle, welche Matlhiessen 15) niich Oemongeot mit- 
theilt. Durch Vergleiehnng der beiden Qleichnngen 



folgt 






®of # cos tj — I ©in ^Bin«; = — n?l/~s* 
Da der imaginäre Bestandtheil sich annulUren miisB , ist v =* '^ 
ffioffr^ — f»*l/~s* H^^ra^s findet man, wenn man nur eine 
Tafel der Hyperbelfun küonen zur Hand hat, & weit leichter, alB 



wenn man, Demongeol'a Umwege folgend, 

ffiof # = 2 (tang (p + cotang ^) 
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Betst. MxD findet sofort 



V Zr>\ 2 



So(i + ^|/S®in| 



Ein zweite Lösung der obigen Redncente wflrde allerdings &ncli 
durch, waB dort rerscbwiegen wird, 

gegeben sein; je nachdem die Ungleichung ~ Ö' 1/ -, ^ 1 gilt, 

wird der eine oder andere Weg beschritten werden müssen. 

§ 6. Anwendung der Hyperbelfnnktionen auf die 
Integralrechnung. Eine ausgedehnte Verwendung wird unseren 
Funktionen zu Theil in der Integralrechnung. Absolut unentbehr- 
lich wird man sie freilich auch liier nicht nennen dttrfen, allein 
wenn es seine Rich^gkeit hat, dass Ausdrucke wie 
Are ®mx, Site Xan^x, Src Sofa; . . . 
einfacher und bequemer zu bebandeln sind, als die denselben 
gleich wertbigen 



so wird man sich bald tiberzeugen, dass überhaupt der Nutzen 
dieser abkürzenden und vereinfachenden Bezeichnung in der That 
sehr hoch anzuschlagen ist. Die Grundlagen für das Folgende 
Bind in § 15 des L Kapitels enthalten.*) 
Da, wie dort zu sehen, fflr ix == ay, 

/ dx J_ f dy 

a^—b-^x^ ™ ab J 1—1/2 

= -T S(re long y = -^ 8Jre Slong — 

ist, so ist zugleich für die Behandlung aller Funktionen, welche 
gebrochen sind und im Nenner eine quadratische Funktion der 



*) Von den willkürlichen Constanten wird darcb^ngig Abstand 
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Veränderlichen atehen haben, die Direktive gegeben, wenn sich 
zugleich aus dem Zähler die VerADderliche durch geeignete TJm- 
formung wegBchaffen l&sst Dafür, dass diese Fnndamentalformel 
sich praktisch bethätigen kann, sind wir in der Lage, ein Beispiel 
anEufahren. In einer Abhandlung Aber die Bewegung der Welt- 
kdrper um einen Centralpnnkt unter der Voranssetznng, dass die 
Anziehung einer beliebigen Potenz des Radiosvektor umgekehrt 
proportional sei, kommt StaderlS) auf folgenden Ausdruck für 
die vom Radius Obentnchene Fläche 

Vi 
und findet sofort den für seine Tendenzen sehr brauchbaren Wertfa 
1 9> = «te IflHfl X — Wrc lang / j". 
Beispiel. Es sei zn finden das unbestjmmte Integral 
Sxdx 



U= f ^ 

Man setze o:^ => 2, dann wird 

v-l /"___* 

Sj 2—62 + 32' 

Wird DDnmehr z^v+i, Bo bekommt man 

U~—z9tz lanfl 6y, 
also dnrch Rdcksnbstitution 

ü = — 3 Are lang (&c'— 5). 
§7. Integrale irrationaler gebrochener Funktionen. 
Ebenso wie Arcus Tangens und Arcus Cotangens zur Integration 
rationaler Funktionen dienen, treten Arcus Sinus und Arcns Cosinus 
bei der Integration von Irrationalitäten ein. Wir nehmen sogleich 
das ziemlich allgemdne Integral 






vor und zeigen nach Laisanfän) Voi^ang, dass dasselbe, je 
nachdem das obere oder untere Vorzeichen genommen wird, auf 
H;yperl)el' oder Ereisfnnktionen ßlhrt. Im ersteren Falle h^wn 
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wir, wenn x-i~—^z gesetzt wird nnd (a — — | eine positive 
Grösse ist, 



ü- / • "» _ / • -fa 



9tc @in 



/. 



, ■= StC ©Df 7== 

l/a + to + iT* 1 A^ 



Für ein negativea a^ endlich wird 



L 



]/a + bx — 3!^ 



v/«+? 



Sollen endlich gewisse selbst wieder ans Hyperbelfnnktionen zn- 
sammengesetzte Fnnkttonen integrirt werden, so bat man in ähn- 
licher Weise zu rerfahren, wie es auch bei den Ereisfnnktionen 
geschieht. 

Beispiel I- Staäer (a. a. 0) gelangte für den durch den 
Ausdruck 



(u Constante, r Fahrstrahl) dargesteilten Fall der centralen Attraktion 
zu folgendem fundamentalen Integrale 



Er setzt 

^(iQng x)= dx{l — long*«), 
dxXm^^x = dx — dCtm^x) 

and findet dnrch diesen Kunstgriff sofort 
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U = a^ [Hfpi~Vi,)—]/i (Xaniv, }/l—%(mi9>t[/i)]. 
Beispiel IL Hat man das Integral 

U~_f&itrx flo\*xdx 
asBzuwerthen, eo wird man dasselbe, je nachdem ttt oder n po- 
Biv oder negativ, dagegen n oder m negaüv oder positiv ist, unter 
der einen der beiden folgenden Formen darstellen: 






ii(isii;'+''') 



(Siirtij;) 



'^xdx. 



m + iy dx 

Integrirt maD dann dnrch Theile, so wird im ersten Falle 

B—~^ Sin—'» So('+'*— ?XT I 'Sat—''xlla\^'xdx 
und im zweiten 



U \-^®ivr+^x ffiof-i« — ^^=^ /®in-Ha;ei)[— »xdir. 

m+1 ' m+ I / ' 

Sind beide Exponenten tn gleicher Zeit positiv, so hat die von 
Heis 18) angegebene nnd gleichfalls vermittelst der partiellen In- 
tegration sn verificirende Formel an die Stelle zu treten: 



/.i 



' ®tn"a;(Sof"a!d3; = 
1 



— ,— @m"~*3; ©DpH-'a; — / ®tn"~^a; lS.t)S*xäx. 

m + M m-\-n I 

Diese Reduktionaformel macht ea möglich, die Integration schliesB- 
ticfa anf die Bestimmnng des verbältnissrnSssig sehr einfachen In- 
tegrales 



•/ 



{^ + e-'Yäx 



znrQckznfttbren. 

Wer sich im Gebrauche der Hyperbelfanktionen eq IntegraÜons- 
zwecken Üben will, findet reiches Material in der bereits Ineb^ 
fach (Kap. I § 9) genannten Beispielsam min ng von Heis 19). 

§ 8. Hyperbolischer Integralslnns und Integral- 
cosinns. Eine wichtige Transscendente der modernen Änalysis 
ist der sogenannte Integralsinus , mit dem wiederum der Integral- 
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eoBinas in n&her Besiehung etehi Diese Begrifft^ hat Brei- 
ichaeider 20) snch aaf die hyperboÜBohe Trigonometrie snBgedehnt, 
lodern er resp. deo hyperbolischen Inteffrabinus und den hyper- 
botischen Integralcosinus gleich ®3 nnd (£3 setzt nnd von des 
Definitionen 



/ ©in 



S3x- / ^'""^ dx, ISit. 



r. + 8 


.8! 


+ - 


12. 


12! ■ 


0» 
9.9! 


+ ■ 


a 

13. 


I8! 


-+.. 


a> 




- + 


a'^ 


10. 


101 


14 


.14! 


<■' 


"_ 


+ 


a^i 



aoBgebt. Die nnmeriache Berechnung dieser TraDBScendenten wird 
von dem nSmIichen Mathematiker später 21) noch besonders ge- 
lehrt; setzt man (vgl. Kap. Ul § 4) 



i! + 



2.2! 6.61 

3.31^7.7! ' 11.11! ' 16.15! 
so ist 

©3a = ii+iv, «3« =- i+m, 

während der cyklische Integralsinns und Integralcosinns 

SJa = II— IV, CJa — I — m, 
endlich der Integrallogarithmns 

/i«-— i + u + m + iv 

iat /, die sogenannte Constante des Integrallogarithmug, nm 
deren numerische Bestimmung sich viele Mathematiker, wie Soldner, 
Mascherom, Nicolai, Lindman n. a. bemüht haben, wird von Brel- 
schnäder zn 

0,5 7721666490163286060 
angegeben. *) 

§9. Integration von totalen Differentlalgleichnngen 
besonderer Form. Dasa die Ereisfonktionen bei der Inte- 
gration von Differentialgleichnngen gate Dienste leisten, ist 
bekannt, nnd also von vorn herein zu erwarten, dasa auch 



*} BeilKnfig bemerkt, giebt Brelschrteider auch jene Werthe des 
Integialsinos nnd Integralcosinue im hyperbolischen Systeme an, welche 
tu dem aasgez^cbneten Argnment I gehUren; er findet auf fanfzehn 
Stellen genan 

631 = 1,057250875376729, Sgi = 0,8378669*0980209. 
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fnr die HyperbelAmktionen uoter den gaeigneten Vorbedingnngen 
ein Gieiehea gelte. Wir seigen die Wahrheit dieser Annahme «n 
einem integrabeln Speiialfiül der berühmten AiccaA''Bchen Gleichnng, 
welche nnlingst Ton Le Paige, jedoch mittelst eines ganz anderen 
Verfahrens, integrirt worden ist 23).*) 
IMe Gleichung ist folgende: 

setzt man nnn 

SO irird 

^ J. ^ 

cPy ^ j^ d*!/ __ _1 ^ 
nnd es geht Bomit ansere Gleichung in diese über: 

Nnn liegt am Tage, das« 

©in) . 

Wir haben demgemäse zwei PartikularlöBungcu nnsei-er Differential- 
gluchnng, und indem wir darans in bekannter Weise das totale 
Integral ZQsammensetzen , wird 

y = ^ ©in 2 l/S + Ä Eof 2l/x. 
Lassen wir die ExpODentialfankUonen eintreten, so iat 



y = 


ii^'-'- 


_.-^^) + *(.Vi^- 


21/ 


nnd wenn 










l-l 


=*. -4+1=^ 




gemacht wird, 


y = 


^.Vi^^-^l/S. 





*) Die Yon uns behandelte ist nicht die allgemeine, sondern eine 
ans dieser abgeleitete spezielle Gleichnng; statt nnaeres { fUhrt y' die 
beliebige Constante k als Faktor. 
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Da A und B gar keinen Bedingungen unterworfen waren^ Bo tra- 
gen n&tflrlich auch M and N den Charakter willkürlicher Con- 
Btanten an sich. 

Einen ähnlichen Ornndgedanken hat, wie der Verf. erst v&hrend 
der Drncklegung dieeer Schrift erfahr, der roBaische Mathematiker 
Slarkof2S) im dritten Kapitel seines Werkes Aber die Integration 
linearer Differentialgleichungen zur Durchfuhrung gehracht. Um 
z. B. die Gleichung 



(g Constans) zn integriren, welche in der mathematischen Physik 
eine gewisse Rolle spielt, bestimmt Starkof zunächat 



f, 



im<i>~^^^^ logtangiy 
and hat dann 

» = C, Kof (\/~g log taog i 9) -1- Ci Sin {]/g log Ung 1 qi) 
oder auch 

In gleicher Weiee stellt er das Integral der Gleichung 

mittelst der Substitution 

y dx 
durch Hyperbelfnnktionen dar. 

Einen anftlogen Weg hat neuerdings auch BoÜelü) hei der 
Integration gewisser in der Yariationsrechnung vorkommender 
Differentialg leichnngen eingeschlagen. 

§10- Bernoulli's Zahlen durch Integrale dargestellt 
Bereits im dritten Kapitel, als wir uns (in §22) mit der Dar- 
stellung der trigonometrischen Tangenten nnd Sekanten beider 
Gebiete durch Produkte nnd Parti albr achreihen bescbilftigten, 
hatten wir die Wahrnehmung zu machen, dass jene Funktionen 
zn gewissen Constanten, den sogenannten Bemoulli'aaiiea Zahlen, 
eigenthümliche Beziehungen besitsen. Wir wollen diesen Zusammen- 
hang nunmehr etwas näher untersuchen, indem wir einem von 
SchloemUch^B) vorgezeichneten Wege folgen. 
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Dnrch nBinittelttftres AaireehDen fiodet sich 



am A»d» = iTTTi * + '^'"'*" 



Je «»w-. ^^-p^ 

Diu Einfulirang der Grenzen Nnll and Unendlich liefert 

fflr k ^ HX, h '^ mi wird hierane 

ly-,-^» ««»»«» = , ^ , ■ 

I *'o n' *' — m^ 

Setzt man bierin n BuccesBive ^ 1, 2, 3, 4 . . . nnd addirt, m 
erhJÜt man 

j; = I (/" «-"* Bin Mifrd* + /%-^* Bin ©(W* +...) = 

Ans f 22 des ilL Kapitels wiBoen wir, welcliea der Werth der 
recbtsatebenden Reihe ist and finden bo 

i'--J»ot«, + i- 

Die Snmmation zur Linken Hast Bich thellweiBe wirklieb ansfDhreB; 
da die fallende geometrische ProgreBBion 

e-»» + ,-!»» + ,-3.» + . . . _ ^_ 

ist, BO wird 

1 />• Bium0d» 1 1 , 

oder wenn ^ and a> reap. mit 2# and i (o vertaaacht werden, 
/""l aina»j*d# 1 1 ^1 _, 

*( 7- ,^.J^_i "■2^-?''°*2°' ®' 

Statt 4«na>i» aetzen wir (Kap. lil §4)®moj*, atatt -^^ — 
deasen Wertb 



e"»-e-^^ 



and ea iat aomit die wichtige Relation gewonnen: 

y %~"* ©in to» ©D(ec Ä# rf* -= — ~ i cot 
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Entwiekelt man nun links @in wd; rechta dagegen eatia» (vgl. oben) 
in eine unendliche Reihe, so treten die Bemoullfacheo Z&hlen 
als CoSfficienten saf, and wir liaben nach gliedweiser ZerfiUlung 



-1)!"« 



™2n— 1 



Die Vergleichnng entsprechender Glieder Usst nne sonach erkennen, 
dasa allgemtun gilt: 

Wdlen wir dem noch eine etwas andere Form geben, ao kSnnen 
vä, da e"^"* ^ <Eo[ Ä* — ©ittJt*, auch schreiben: 

= 2n / V'^* {ffiotang jr*— 1) d». 

Wir haben somit eine beliebige Bemoullfaehe Zahl dnrcb ein be- 
stimmtes Int^ral aasgedrückt, in welches Hyperbelfnnküonen ein- 
gegangen sind. Umgekehrt Usat sich die hyperbolische Cosekante 
dnrch eine nach Bemoull Cachen Zahlen fortschreitende Beihe 
iriedergeben, wie bereits in Kap. III § 32 angedentet ward. Wir 
sdgen diess am Einfachsten, wenn wir mit Goepel2Gi in der 
obigen Gleichung O) imaginäre Argumente co an Stelle der reellen 
eiaftlhren, wodurch mau, mit einer kleinen Veränderang, erhält 

1 at Sotang 4 o> — ^4 co ^ i ot- 






1 



@iitia 



den Indices sind di» femou//t'sohen Zahlen mit alternirenden 
Zeichen. Durch eine einfache Umformung entsteht hieraus, wenn 
man e^'" ebenfalls in eine Reihe verwandelt und zur Rechten 
multiplicirt, eine anendliche Reihe für 4(oliEofec4a>, von der man, 
da das lineare Glied bei der jUuttiplikation sich forthebt, leich 
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erkennt, dass ue lediglich nach geraden Potenzen von a> fort- 
Bchreitet Ligomski 27) hat dieser Gleichung die elegante Form 
gegeben 

AM«Ä = 1+ 2(-l)"(*"-2)-(-2-SrA"' 

nnd von derselben eine sehr hflbsche Anwendung anf die n&he- 
rnngsweiae Berechnnug der Werthe unbestimmter Integrale gemacht 
Während diess fOr Cofeco^ gilt, besteht fttr @ec:c eine Reihe 
von der Form 

wo B^, B^, Bf., die mit den £«rttou//i''Bchen Zahlen in nächster 
Verwandtschaft stehenden Secantencoefficienien aind. Es ist nicht 
an interessant, auch diese Zahlgebilde mittelst der HyperbelfnnktJo- 
nen independent durch beatimmte Integrale «DSzndrttcken. SeJiloe- 
milch geht zu diesem Ende 28) von der bertihmten Foiaier'acheu 
Oleichnng 

aus und setzt darin 

Nunmehr kann das zweite der beiden obigen Integrale ansgewerthet 
werden; es ist*) 

i/'®ec ^ coB a:ff d# = l@ee x. 



•/■ 



Verfährt man jetzt wie vorhin und entwickelt cos x^ in eine nn- 
endliche Reihe, die constanten x jederzeit vor das Integral setzend, 
so wird 



/%„ 


X» 

1 


» — 


f./®«T*' ■** + •■• 


+ (- 


-«• 


(2«) 


-/%. 


f »-«»+... 


-«.- 


21 


<:• + 


.. + (- 


-'^^,--+••• 



*) In einem der Dächsten Puagraphen sollen einige AnfschltlBBe 
Über die BehandluDg Sholicher beBiJmmter Integrale gegeben werden, 
welche unter dem Integral aeichen, knrz geaprocben, compllclrtere Funk- 
tionen aoH EiponentialgrOHsen enthalten. 
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§ II- Semoullfectit Fanktionen. 177 

und durch Comparation erhalten wir das gewünschte Resultat 

So viel noch Ober dieses Thema zü sagen wäre, so verzichten 
wir doch auf eine weitere Aasftlhrnng aus naheliegenden Gründen 
und verweisen blos noch anf eine für die analytische Bedeutung 
der hyperbolischen Sekante nnd Cosekante wichtige Abhandlung 29) 
von F. Meyer. 

§ 11. BernouUi'sche Pnnktionen. Eine etwas einheit- 
lichere Auffassang der vorstehenden Resultat« wird erreicht, wenn 
man die Hyperbelfunktionen langenä, ©Dtangenä, SecanS und 
Eofecatig als BemoulirBche Funktionen darstellt Wird 30) die 
BemoulWaciit Orundfonktion 

*(x,«)=^,^ 

gesetzt, welche Funktion fllr alle Arguments werthe — x = 2m^i 
ausgeschloaaen — stetig ist, nnd bedeutet 
9>n{u) = *'«>{0, u) 
jenen Ausdruck, in welchen die nte Derivirte von ^ für x ^ 
übergeht, so werden die Funktionen 

9^(w), 9i(^), 9^i(w)- 9'j(w)... 
eben als Bemouliraciie Funktionen bezeichnet. 

Nan erttennt man nnschwer die Richtigkeit folgender Iden- 
titäten : 

3:a»9"l-,^(tt|) + ^*(4x,0), 
ffiotoitflo: ^*(2a:,0) + l, 

Fflr jede Bemoulli'sebe Funktion existirt nur eine bestimmte 
Reihenentwicklung von der Art, dass die einzelnen Potenzen von 
X mit den fem(>u//i'schen Zahlen verbanden auftreten.*) 

*) Tiefere Unterenchangen über diese Funktionen kUnnea in dem 
bekannten Lehrbuch von SchloemUch 31) nachgesehen werden. Ancb 
eine Beihe anderer Arbdten des gleichen Autors verdienten an dieser 

Gfinllur, hypnbD], FunkUoMn. 12 
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§ 12. Zur ZableotliBorie. Ein bestimmteB Integrftl von dei 
Art, wie sie uns hier entgofengetreten sind, spielt auch in der 
Zkblentheorie eine wichtiche Rolle, Insofern dag bis jetzt noch nn- 
bek&nnte Gesetz der Primzahlen von jenem abhängt. Seit Zont- 
bertSi) weias man, daaa die Reihe 



/w- ? ~ 



—af 1 — X 1 — X- 

jenes Gesetz in gewissem Sinne involvirt, denn es ist leicht zn 
sehen, dass das Reihenglied a^ stets dann den Cöefficienten 2 hat, 
wenn n eine Primsuhl ist.") Denken wir nns nnn /[x) durch 
eine Ufaclaurm' sehe Reihe dargestellt, so wird 

/{»)-/-(.,+f,/'<;+|/,:,+ --- 

Vergleicht man beide Reihen und versteht unter u nach wie vor 
eine jede Primzahl, so ist offenbar das Fortschreitungsgesetz dieser 
Zahlen durch äie Relation 



stelle, wenn es der Plati erlaubte, eingehendere Erwühnnng, so insbeson- 
dere eine Studie über Beihensummirung 32) und eine solche Über die 
Beihe der redproken natürlichen Zahlen mit abwechselnden Vorzeichen 
(am gleichen Orte), in welchen beiden vielfach anf die Hyporbolfunktionen 
rekurrirt wird. Da ScMoemilch bei diesen der neueren Zeit angehSrig-en 
Forschungen die charnkteriBtiBche Bezeichnung der Hyperbelfnuktioaen 
adopdrt hat, in früheren «nem verwandten Stoffe zugewandten Abhand- 
lungen jedoch nicht, 8o ist ein Vergleich seiner älteren und oeneren Ver- 
SffentlichunKCn lehrreich fUr Den, der sich über den Nutzen, den diese 
Fnnkdonen als autonome analytische Gebilde gewähren, orientiren will. — 
Genannt sei bei dieser Gelegenheit noch der Gebrauch, den E. Schröder 33) 
von unseren Formen in der Lehre von der Iteration der Funktionen ge- 
macht hat. Funktionen, welche, wie die Kreis- und Hyperbelfunktionen, 
ein Additionstheorem besitzen, werden dort als besonders geeignet für 
die Anfstellnng independenter Iteriruugaformeln erwiesen. Die Definition 
dieser Operation wird für eine Funktion F{£i bekanntlich durch die 
Gleichungen F'{z) = F(z), F\i) = FF{z) . . . F'{x) = F^^F{z) ge- 
geben. 

*) Allgemein ist, wie sich bei der Znsammenziehnng der nrsprüng- 
lichen Doppelreihe in eine einfache sofort ergiebt , jeder Coefficient der 
£fi>nA«r fachen Beihe gleich der Anzahl der ganzzahligen Theiler des 
Exponenten (1 nnd die Zahl selber natürlich mit eingerechnet). 



■A'OOglc 
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gegeben. Damit jedoch dieselbe einen wirklichen Inhalt erhalte, 
bedarf es der Snmmatiou obiger Lami>ert'achßD Reihe, welche 
dnrch CurIzeSä) TermittelBt des folgenden QedankengangeB be- 
werkstelligt worden ist. 

Nach Bierms de Saan's Tafeln ist, fBr p^ < 1, 
/"■ p sin gx xdx x pg-^ 

•'a 1— 2pco83x+p* ' r^-\-x^ 2 ' 1 ~-pe~^ 
oder, wenn q — — logj>, 



/°° p wi(x log p) xdx 

« 1- ' 



-2p co8(a;logp)+p* r- + x* 2 1 — j>H-i 
Hierin fttr r folgeweise 1, 2, 3 . . . . setzend und sammirend, 
finden wir 



2 Jmd 1— pM-» 



_ /■<" paiuixlogp) _ y, 

^ 1 — 2j> c08(aTlogp)+p'' ^ ; 



r + - 



2A^ l^ + Ä» ^ 2* + A* ^ 3» + *^ ^•■" 
hat Schloemilcb 36), zugleich mit denjenigen anderer Reihen, durch 
Auflösung einer Differentialgleichung der zweiten Ordnung be- 
stinuat; einlacher jedoch gelangen wir naia üiele, wenn wir uns 
aaf Kap. lU § 22 berufen und auf die dort erörterte Formel 

Bezug nehmen. Wird hier u gleich fcx gesetzt, so folgt 

j--|-... = -5otanfl/:Jr— ~. 



»■'o 1— 2j) co8(3:log;>) + p^ \2 " ix} 
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''^ P''+' 2_Ä /■- paiD(3;logp) 

^ 1— ;)•+' jt'a*^ 1— 2p cofl{a:logj7)+i)* 

„ . j , 1 /" paia[x logp) dx 

ffiotong jiajÄi; H — / - — rr t" i ^~i — * ' 

" Ä'' 1 — 2p oo8{j;logp) + p* a; 

oder da der Werth des zweiteD Integrales sich sofort aua der eJD- 

gangs g^ebenen Formel entnelimen läaat, 

'■^_pH^ 

Zd 1— pH-i 

2 1— p "i 1— 2pcoa(a;logp) + p^ ^ 

Addirt man auf beideo Seiten den Bruch 
P 
i—p 
und rechnet denselben saf der linken Seite in die Summe hineio, 
so wird, wenn noch p mit 3;, :t: mit y vertauscht wird, 

2 1—x ^ 1— 2a:coB(!/loga:} + 3;* •» » » 

Unter dem integmlzeichen kann nun nach x differentiirt werden; 
gelänge 6a, diesen Differentialqnotienten independent berzostellen, 

80 wäre, da die nte Derivation von leicht aningeben ist, 

das Gesetz der Primzahlen gegeben dnrch folgende Gleichnng: 
„ , n /"n- 1 <^ f »BinCylogx) \ , 

(a:=0). 
Dieees zweite schwierigere Problem hat seinen Bearbeiter allerdings 
noch nicht gelinden. 

§ 13. Anwendung der Hyperbelfnnktionen anf die 
Lehre von den Kngelfunktionen. In der Lehre von den 
Eogelfunktionen sind die Hyperbelfnnktionen nnentbehrlich, ob- 
wohl man dieselben allda häufig, nicht gerade znm Vortheil einer 
concinnen Darstellung, durch anderweite willkflrliche Bezeichnungen 
ersetzt hat Definirt man mit Seine 31) die nte Kn gelfnnktioD 
durch folgende Reihe: 
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2. 4.6.. .(2«) 
1.3.5...{2n-l)^ f™"*'- 



l.(2n— 1) 
1.3.»(«— 1) 



ooB(n — 4)*+ ■ 



1.2(2n— l){2n— 3) 
so ist natflrlicb cos # < 1 angeDommen. Die Reihe hat aber auch 
dann noch einen Sinn, wenn das Argument > 1 wird, ftladann 
tritt an ihre Stelle, wenn man zugleich noch etwas entsprechend 
verallgemeinert (vgl. die obige Literatnrangabe), die folgende: 
2.4.6 ■ ..(in) 



J.3.5...(2m— 1) 



/»(gof*) — 



(Si)ffr+®in»)'+ ^^^^^2-i) (M* + Sin*)^-F 



l.S.»(«— 1) 



.(ffio(*+@in*)— *+ . 



1.2(2n— l)(2n— 3)^ 
Da aber nach dem Jfotfre'scben Lehrsatz in der hyperbolischen 
Trigonometrie 

(Eotfr + ©in »y = ©ofp* + ®mp» 
ist, Bo stellt sich m diesem Falle die Kngelfnnktion als Summe 
zweier Beiheu dar; es ist 

2.4. 6... (2») 



1.3.B...(2w— 1) 



P-(Eof#) = 



1.3.n(n — 1) _, ,, ,, „ , 

i.3(a.-i)(ä.-3) ^°""-^'*+-- 



l.(2n-J) 
1.3.w(n— 1) 



®m(n— 4)*+ . 



1.2(2n— 1)(2«— 3) 
ffeitie verweist betreffs der Vortheile, welche diese Erweiternng 
des alteren Begriffes der Engelfunktionen mit sich bringt, anf 
eine der früheren trefflichen Arbeiten von LamdSS}. 

Noch eklatanter vielleicht wird unsere obige Behanptnng'darob 
(Üe sogenannten Kngelfnnktionen der zweiten Art erhärtet, welche 
durch die Relation 39) 



,..d:,i. Google 



1 S2 Anwend. d. Hyperbelfiinkt. a. Fragen d. Algebra n. AnalTaia. g t3. 

defiDirt sind. Dividiren wir unter dem Integral im ZiÜiler und 
Nenner mit Sof'^^ip, ao geht diese Gleichung in nacbstehenile 
Aber: 



So(-+i9,i)-(Eof(p) = /"- 



di 



Es ist nun die Frage, was ans diesen ÄaedrOcken wird, wenn 71 
aber jede Grenze hinaus wächst; was das Integral zur Rechten 
anlangt, so siebt man, daas dasselbe, weil Xattg oc gleich 1 ist 
(Kap. II §3), den Wertb 

/" dt 

« {i+e:of()"+i 

annimmt. Eine wesentliche Vereinfacbnng erzielt weiter die 
Substitution 

,@in/ + eof/-=2, 
denn alsdann wird 



Kof ( + ©in f z 
also 

-^ (i+Eofr^' -i (1+2)'"+" 

Dieses letztere Integral aber ist durdt die Oammafnnktionen da^ 
stellbar, und zwar ist*) 



') Zugleich mit fificksicht auf Folgendes schalten wir hier eioe 
analytische Bemerkung ein. Der fmefBcben Bezeichnung zufolge iBt40} 

oder, wie sich auch zeigen Iässt41), 






(l+r)'-+*^'i (1+1)"+^* 
Wenden wir diess auf hnseren speaiellen Fall an, so wird 

Andererseits nennt man mit Legendre die durch die Gleichung 



-^f 
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2 r ^'^^ — ' 



§14. Einige besthnmte Inisgnüe. 183 

r(n+l) r («+l) 
r(2n+2) 

§ 14. Einige beBtimmte Integrale. Ein kleiaer Exkare 
über beetimmte Integrale, als deren wesentliche Beetandtheile 
HTperbelfnnktionen anftreten, darf diesem den analytischen An- 
Wendungen gewidmeten Kapitel nicht fehlen, nod zwar dient 
uns ala RicbtschnnT die bereits früher (Eap. I § 8) namhaft 
gemachte Äbhandlang von Flava, 44), einem verdienten Scbfller 



Setzt man in der — in der vorigen Randoote angegebenen — 
Definitionagleiobung der Gammafunktion statt x das eine mal {o — h)x, 
das anderemat (a-|-&)x, wo tj>&, so bekommt man 46) 

/"«-'—'>'«*-» *c = /Xn).{a— &)— , 
^"e-(.^..)«a--ida; = /X«).{a + ft)-", 
woraus durch Addition und Sabtraktton 



? = fe"' ©in tea»-' dx — 



/Tn) (« + &)■— (o- 



(a + fe)" («—&)- 

Diesen Grössen Iftsst sich jedoch mit HOlfe der Hyperbelfunktionen 
noch eine andere concisere Form verleihen. Indem man nämlich 
links nnter dem Integralzeichen partiell nach }> differentürt, erhält 



cbarakterisiTte Fanktioo eine Gammafonktion; von diesen äusserst wich- 
tigen Trans Beenden ton hat Lejeune-ßirichlet ii) einen Satz bewiesen, 
der sich in der IdentitSt 



ml 



*« _ „,, /-.-^«'-'& 



■ - '^Y" 



ausspricht, und hieraoB folgt, wenn statt 6 die Smnme (a-\-b'), c =^ 0, 
b=l gesetzt nnd Bchliesalich der Aknt von b' weggelwsen wird, die 
bereits von Euier gefondene Belation43) 

Da in anserem Falle a^=b = n+1, so folgt anmittelbar, wie oben ans- 
gesagt war, 
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184 Anwend. d. Ejperbelfnokt. a. Fragen d. Algebra n. AnalyaiB. § 14. 

SC_b SS » 

Sb~ a' Sb'''a • 

SS h SC n 

Sh~ a' St'^ a • 
woraus wiederam, wenn jeweils der erste eder sweite Sammand 
rechts weggeschafft wird, 

\db/ \db) a\ db SbJ' 
D& @j>f BtetB grÖBBer als @itt ist, Uegt der Brach ^-^ = Xang 
immer zwiBcben den Grenzen and 1, und ein gleichea wird, 
da die fibrigen Bestandtbeile der Integrale ganz die gleiclien sind, 
aucli fOr den Brach -^ gelten, d. h. ea ist erlaubt, 

■^ = Xang z 

zu setzen. Wird dann noch U^ = (?■ — S* gesetzt, so kann mm 
unserer letzten Doppelgleichnng noch die folgende entnehmen: 



ZU 



Durch Integration dieser beiden Gleichungen ergiebt sich (vgl in 
diesem Kapitel § 6) 

„ Oopst 

Was die hier erscheinende Gonstante angeht, so ist zu bedenken, 
daas, tut b = 0. 



ü=re^af^i^ll\n) 



wird, somit ist Conat ^ /T")- Verwerthet man diese ErgebnisM 
weiter oben, so kommt man zu den eleganten Formeln 
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Einige bestlioiate Integnüe. 

©□ffnatcXonfl-J 
/■ V" Eof bx x'-^ dx = IXrt) i ~-^ 

©tnfnarc S^ang-J 
/ V" Sin bx x*-^ dx = I\n) ^^ ^ 



Aach für die Botaf^nktionen hat Femix durch Eiofahrnng von 
Hyperbel fnnktio neu eioige intereBBante Sätze gewonnen 46). Er 
geht von der ohen erwähnten Definition jener ans und findet mit 
Berttckstchtigaog dos Umstandes, dass fttr solche bestimmte In- 
tegrale 

r-c 

ist, indem er noch i log x dnrcb x ersetzt, 

* (a, ») ~/ "(i4.%).-n *»' 

MnltlpUcirt man jeden der beiden hier vorkommenden Brüche mit 

80 erhält man dnrcb Addition 

Für a + Ä = 2q, a — b = 2p transformirt sich diesB in 

Da«s der rechtsstehende Ausdruck sich anf die Osmma's znrQck- 
fahren lässt, wissen wir; eine besonders ttb ersichtliche Form ge- 
winnt die bezIlgQche Gleichung dann, wenn ^^0, 2f/ positiv 
and ganzzahh'g ist Han hat nämlich dann 






Dieses Ergebniss wtlrde auch ans der Scfalnssfonnel des vorigen 
Paragraphen zu dednciren sein. Denn dort fanden wir 
/•- dt _ I\n\-l).r{n + i) 

-i (H-Sofi)H-i r(2n + i) 



■v, Google 



186 Anwend. d. Hyperbelfnnkt. a. Fragen d. Algebra n. Analyeh. § IE. 
Da 

iBt, 80 geht, für ^ ■= er, q = n + 1, die F^aux'acbe Formel nn- 
veriQglicfa in die ftther von noa gefundene ttber. 

Mit BcnlltEnng einer bekannten Relation kann man schlieie- 
Uch das Resultat so sebraben: 

/"V ( a, j 2. 4. 6. 8. ..(2«— 2) 

•( ^''^"^^'^- 1.3.5.7. ..(ag-l) 

§ 16. Doppelte Periodicit&t der Thetareihen. Bei- 
Iftnfig möge noch daran erinnert werden, daas man mit Hülfe der 
Hyperbelfunktionen den einfachsten Beweis fElr die fundamentale 
Eigenschaft der einfachen Thetafunktionen erh^t, nämlich fUi 
deren doppelte PeriodicitflL Isl; (Kap. II § 13), tni z-^x+pi, il) 

so kann man hie^lr anch schrdken 

ff„, ,) = 1 + 2 2 **"* "^"f 2»« 

oder nach § 5 

*(jr,.) = 

1+2 ^ e*^"* CofSna; coe2ny — 2i ^ e'*' ©in 2tu; sin 2f^. 

Nun springt aber unmittelbar in die Äugen (Kap. III § 6), das« 
der Ausdruck rechts ongeändert bleibt, wenn x durch {x-\-mjii], 
y durch. (!/ + mjc) ersetzt wird, und das war sn beweisen. 
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Kapitel V. 

Auwendnng der Hyperbelfonktloueii auf Frages det 
Qeometrie und mathematisobm Physik. 



§ 1. OoniometriecheB. Dasa unter gewiflsoD Ümstinden 
die HyperbelfunktioneD ein ftnsBerst handlicheB Zwischen mittel bei'm 
Beweise cykliech-goniometriBcher Sätze abgeben, lie^ anf den 
ersten Blick minder n&he, IXaet sich aber doreli mehrfoche Beispiele 
darthnn, unter denen wir liier ein besonders ansgeEdcbnete«, von 
GbUsher 1) gegebenes, genauer betrachten wollen. Es hxndelt 
sieh um den Beweis fOr die Richtigkeit der beiden IdentitSten 

arctang-, + arct«ig2j+arctangp+... = — , 

arc tang j^ + "C lang -^ + arc tong gj— + -■ ■ = g ' 

welche ohne dieses Hulfsmittel nur durch ziemlich umständliche 
Rechnung zu verificiren sind. Auf folgendem W^e aber voll- 
zieht sich diese Verifikation sehr einfach. 
£s sei 

nnter n eine völlig willkürliche ganze positive Zahl verstanden; 
durch Division und nachherige Logarithmirung ergiebt eich 

A — fft Ol — tili oj — Pji a» — Ptt 

Da ab«r, wie bekannt, 



otang^ - 



1 , A+Bi 



ist, so wird auch 



arc tang — - ^ arc tang — + arc tang — + . , 



ä 1. Oonlometriachea. 191 

Ndd gelten, wie man weiaa, die beiden Prodoktentwickelangen 
co.te»-(l-x')(l-|)(l-^-)..., 

SeUt man — ^— ■ an die Stelle von x, so erhält man, mit 
BückBicbt auf § 6 vorigen Kapitels, da oben n fUr den Fall der 
Convefgenz auch = ac sein darf, 

es kann algo der Satz von vorbin angewandt werden, und man 
findet 



.©H 



/, XX -^ XX \ 

^arctang^tang^jT^IOBfl^j 



ctangh^l + arotang -^1 + - 



Für 3 



= l/3 gebt diese Relation Aber in 



arc tang -^ + arc tang j^ + arc tang j 



..= arctangac = - 



5 j T- «"1. HlUB gj -r Mb HUI5 ^j -1 

und di^g ist die zweite nnserer obigen Relationen. Um auch die 

erste zu erhalten, bat man in ganz ähnlicher Welse nur die 

Produktentwiekelnng für @inuS zu verwerthen; es erg^ebt sich, 

■ j -^. ■ t ■ ^^ ^^f, ^'^/. ^^\ 

wenn in der Oleichnng '"''■ir"""~^\AJ/l — r'^ ) " ' ' 

X durch x(i — l)i/2 ersetzt wird, 



tang,-. 



aretang 



V2 



>— aretang' 



(f:)+arctaog(g)+ 



tang ^ + %an ^ 

und für a: — i/2 

2 2 2 

are tang -p- + arc tang -^ + arc tang ^ + ■■ 

= arc tang ( — ^1) = 
wie behauptet war. 



63s 
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192 Anwend. d. Hyperbelfnnkt il Oeometrie o. natb. Physik. } 2. 

Als ein anderes recht schlagendes Beispiel fQr die Leichtig- 
keit, mit welcher goniometrische Theoreme mittelst der Hjperbel- 
funktiODen oft fast ohne Rechnung gewonnen werden kOnnen, sei 
folgendes angefahrt De Fi>ieu2) hat Eiemlich viel Galcnl ge- 
braucht, um ans der Relation 

lang (45« + 4 a:) = tang (45" + la) Ung(46'' + iß) 
. die weitere zn folgern; 

sina + sinä 

aina; — — - — : r^- 

1 + sm a Bin p 

Betrachten wir aber x, a, /t als die den gemeinsamen Winkeln 
u, V, w entsprechenden transscendenten Winkel, so ist nnmittelbar, 
nachdem obige Gleiohnng logarichmirt ward (Kap. III § 8) 

— +-^«— ««'"+"' -Sl^^' 

and diesB ist eben die vorgelegte Gieiehung. 

§2. Anwendung auf ebene Trigonometrie. Dasaanch 
in der ebenen Trigonometrie die hyperbolischen Tafeln stellen- 
weise dasselbe sn leisten vermdgen, wie die cyklischen, leuchtet 
ein, sobald man sich gegenwärtig hält, dasa jede KreisfnnktiOD 
nach Kap. ni § 8 durch eine gewisse HyperbelfunkUon ersetzt 
werden kann, und umgekehrt. Kin besondere einfaches Exempel 
mSge die Znlftssigkeit dieser Substitution vor Angen stellen, welche 
einer besonderen Wichtigkeit freilich nicht wohl theilhaftig werden 
kann. In einem rechtwinkligen Dreieck kennt man die Hypote- 
nuse 6 nnd den spitzen Winkel 30«; wie gross ist die diesem 
Winkel gegen llberliegen de Seite? Setzt man Xang ifi >= sin 30°, 
so ist offenbar, unter 'log den natürlichen Logarithmen verstanden, 
n^ -.. «log (tang 90«) = %tt lang 1 = cc , 
Uj — 'log tang (45' + 15«) = 'log tang 60« = i'logS. 
Jetzt lisst sich Xanguj berechnen; man findet, mm ^rt^ri^'schen 
System flbergehend, 'log Xong Uj '=^ 0,6989700 — 1, und es ^It 
sonach, wenn x die bewusste Seite ist, 

»«1(«1— 0,6989700+ l = '»iog8 — »»log a;, 

i»logaT = 3.'«log2 — wiog2, 

X — 4. 

Es kann sonach jede Au^be der ebenen Trigonometrie, in 
welcher cyklische Winkel nicht selbst als die gesuchten StDcke 
auftreten, lediglich mit Hfllfe einer Tafel der Hyperbelfnnktionea 
anfgel5st werden. 
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§ 3. Der pytliftgorBiscbe Lehrsatz in der SphSrik. 193 

§ 3. Der pyth&goräische Lehrsatz in der Sphärik. 
Von ungleich weiter tragender Bedeutung jedoch erweisen sich 
diese Fauktionen im Berache der sphärischeD Trigonometrie, und 
noch mehr in deren Anwendung auf astronomische Probleme. Um 
zoerBt bei dem rein theoretischen Titeile zu verbleiben, erwähnen 
wir des pythagoräi sehen Lehrsatzes in der SphArik. IHe Seiten 
eines rechtwinkligen Kugeldreieckes seien a, b, c (c Hypotenuse), 
und Ober den Seiten seien die rechtwinklig- gleichseitigen Vier- 
ecke*) A, B, C construirt Da bekanntlich 



cos c ■" cos a 



also auch 



so ist weiterhin 



logl/CL _ log I /_L + ,„j I / 1 . 

°V coac V COS« V cos D 

Berechnet man nun den Inhalt dra Ober der Sypoteniiae errich- 
teten Quadrates C_, so findet moh 

. C , , , 1 — cos c 



4 


l + Bin-J 




l06 









Diese Relation gestaltet sich nun sehr einfach um, sobald 
. C 



- -= lanfl 7, an — = lonfl «, 
setzt, denn nun wird z. B. (Kap. III § 4) 



= Zaaiß 



*) Betreffs des sphUrisohen Parallelogrammen , ala dessen äpeiialfall 
das aphäriacbe Quadrat seine Definition in alch aelbsl: findet, vergleiche 
man GudermanH'B ErklSrnngen. 
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194 Auwead. d. Hyperbelfnnkt. «. Owiioetrie u. Dutb. Physik. 



^Vl 



- log(Eofy + ©in7) 



= log e^ =- /, 
es kuiD aUo dem pytbagoräiachea Satze fulgende lidchat elegante 
FaaeuDg ertheilt werden: 

1d ihres Krfindera Gudermann*) Schreibweise nahm sich diese 
Relation so ans; 



i -r 



<^)-(l)- 



§ 4. AnveDdnng auf Bphlrische Astronomie. Als 
zweites Beispiel mdge eine Untersuchung über das wichtige Dreieck 
Zenith- Pol -Stern folgen, und zwar dieselbe, welche wir bereits 
in der geschicbtlicben Einleitung (Kap. I § 6), als von Lambert 
berrtthrend, namhaft zu machen hatten. Bin Stern gehe gerade 
auf; alsdann ist seine Höbe Null; bezetebnet man den znm halben 
Tagesbogen gebitriges Stundenwinkel mit t, die Poldistanz des 
ZenithB mit z und die Poldistanz des Sternes mit p, so gilt die 
Gleicbang 

=> cos 2 coap + sin z ünp cos t, 
cos ( a= — cotang z cotang^. 
Ist der Stern wirklich ein auf- und untergebender Stern, so be- 
darf die Formel weiterer Erläuterung nicht; bat man es Jedoch 
mit einem GircumpolarsterD zu thnn, so wird t imaginär; wir setzen 
es gleich ti und finden 

cos ti ™ (Jo( t = — cotang z cotang i». 
Hieraus schliesaen wir, dass vrir fDr den Fall eines cironmpotaren 
Sternes mit hyperbolischen, far den Fall eines auf- und nnter- 
gehenden Sternes mit cyklischen Funktionen des Stundenwinkets 
zu operiren haben, und madieo ans diese zu Nntsen fdr die Lö- 
sung der allgemeineren Aiifgabe: Ans den angegebenen Daten 



*) Wir folgen hier einem kleinen Aofeäticheu aus Gvdertnann't 
Feder, welches nach der Angabe einer fraiiEÖsisuben Zeltschrift 4) am 
Tige vor Beinern Tode niedergeschrieben ward, später jedoch auf An- 
ordnung von Crelle fakrimilirt und In dieser Oestalt als Beitage sa sei- 
nem Journale verülTtinlliclit wuTile 5). 
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§ 5. ViUarcMu'B Beh&ndi. gew. Probleme d. greograph. Ortetwst. 19$ 

Ar einen willkflrlichen Stnodenffinkel t die Höbe A des Sternes 
Ober dem Horuont aa berechnen. 
Es Ut 

sinA >= coBz DOBp-i-äm üap cos( 
^ sins Biap (ootangs eotangp + cosO- 
Nun können zwei Fälle eintreten, je nachdem 

cotang * cotangp S 1. 

Im erateren Fulle iat d&a Gestirn nicht circumpolar; wir setzen 

GOtangs cotang;« = sin/, 

cOBf<=8ma, 0=-—/, 



ain A = ain z sin p (8in/'+ sin a) = 

„ . . . f+a r—a 

2 Bin z smp sin — - — cos ■=— r — 

wird. 

Im zweiten Falle iat das Oestirn circumpolar; ee ist jetzt 

möglicii, 

cotangz eotangp = €11191 

za setzM. Ad die Stelle von coe l tritt dem Obigen znfolge Sof (, 

und da zwar nicbt jeder byperbolische Sinus einem Cosinus, wohl 

aber jeder byperlniliBche Cosinus einem Sinns gleiehgeaetzt werden 

kann, so kann @ina an die Stelle von ISeff treten, and man 

erhält (Kap. III § 13) 

sin A >= sin z sin p {©in g> + @tn a) = 

Qanz anj^oge Resultate hatte auch Lambert (a, 0.) gefanden. 

§ 6. VilUrcean'B Behandlung gewisser Probleme 
der geographischen Ortsbestimmung. Bin frauzdsiBoher 
Geometer, dessen Interesse fflr unseren Gegenstand wir bereits 
bei verschiedenen Oeleg^iheiten kennen gelernt haben, zeigte 
in seinem unlängst erschienenen Handbuch der theoretischen 
Schifffahrtskunde 6), dass mau bei den alleTmeisten nautisch -astro- 
nomischen Berechnungen die Eyperbelfunktionen mit grossem 
Vortheil verwenden könne. Wir glauben manchem Leser einen 
Dienst zu erweisen, wenn wir aus dem in Deutschland noch wenig 
bekannten Werke einige Aaszüge hier mittheilen. 
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Versteht mau unter B die bereite mit den GorrektioaeD ßlr 
Refraktion, Parallaxe, Kimmtiefe n. s. v. reraehene Hftbe eiaes 
Sternes, unter ß dessen Deklination, unter L seine Breite und 
endlioti unter / seine Lftnge, sowie unter ^ die Länge eines be- 
stimmten Punktes, dessen n&bere Eenntuias für unseren Zweck 
aasser Betracht fUllt,*) so hat man die GIdohnng 

BinÄ = 8ini; üali + aoaL cos /> cos ((,—/)■ 
Soll nonmehr die Breite eines Ortes bestimmt werden, so hat 
man diese Gleiobnng nach L aufzulösen. Da die direkte Auflösung 
dieser quadratischen Gleichnng praktisch nnthunlich ist, so be- 
diente man sich frtlber einer Reihenentwiakelung, die aber mit 
Beziehung der Uypeibelfunklionen umgangen werden kann. In- 
dem sehr hohe Breiten vermieden werden, darf man 8in*/^< 8iu^Z> 
voraussetzen; alsdann aber ist es offenbar erlaubt 7), 

ffSinXft-^ sin ff, ff ©of -U = sin D 
zu setzen, woraus 

-, . ain^ 

entspringt Gleichzeitig setze man mit BOoksicht auf Kap. III § 8 

Bin Z = long 1, cos£ = ©ecJl, tangZ =« ©tnJl; 
werden alte diese Werthe in die E^ndamentalgleiobung eingeführt, 
so ergiebt sieb, wenn in letzterer zuror noch sänuntUche Glieder 
ddreh ai&/> diridirt wurden, 

loHfl^ ™ Xonfll-f--^^ coUngi* ooB(A,— /), 

©inJto Sof.1— ©inJtffipfJtfl ^ cosJcosUq— Q 
Eof-lo Sof>l EofisiniJ ' 

oder, wenn man der Randnote gedenkt und Kap. UI § li zuzieht, 

©in (io— ij = Eof it sin (A.— 0- 
Berechnet man fSof^ ans dem obigen Wertfa fOr XnugJio, so 
wird weiter 



©tn(>lo— i) — - 



l/cOB^fi— COB*i> 

COS J rioa{l<, — Q 



*) Nnr die EigenMhaft ist wegen dea Folgenden su Dotiren, d»B8 
iMtJ) cos(t)— = sini' sin<^ — /}. 
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Setzt man endlich 

eotß 

ein Y = s t 

wo Y uDter xllen Utnetäuden ein spitzer Winkel ist, ho ergiebt sieh 
die Ar die praktische Rechnung äusaerat geschickte SchloHsformel 

Sin U — i«) = — cos (ii — tang A. 
Da es jedo^ auf die Bestimmung von >i = logtangl 46'+ — ] 
ankommt, so bedürfen wir noch der Kenntniss von X^^; man hat 
aber 

s;..i._ »«"a^^- _ '''"-^ "'«^ , 

l/l— lonj'^ |/»m'B— «iD'ff I / ro»' J 

COS 7 
Damit sind denn alle AnforderuDgen erfallt 

Nur möge anhangsweise noch bemerkt werden, dasa dieses 
Verfahren gleichzeitig eine der, bisher flbliehen bei weitem vorzu- 
ziehende Art der Beihenentwickelting gestattet Setzt man näm 
lieh noch 8) 

SinJlo = tangfli, 
eo hat man die beiden Gleichungen 

A=-logtangU5»+~j. 

io-=logUng(46».+ Y")' 
woraus durch Snbfrskljon 

eoel(Z + J7a) 
folgt Nunmehr werde von der bekannten logarithmiaehen Reihe 
Gebrauch gemacht '0 und beim zweiten QUede der Estwi^elssg 
stehen geblieben; dann ist 

*) Ans 

\og0^x) = -x~ix'~ix'-ix'-... 
folgt bekanntlieh 

and diese Keihe ist es, snf welche oben Bezog genommen worden ist 
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Hehrere Astronomen haben üch bereit« mit der Lfisnng der 
Anfgabe beacbäftigt, ans zwei gemeBSonen HOhen die Lage des Be- 
obaehtnngsortea zu berechnen, und es oxistiren daftlr zahlreiche 
mehr oder weniger elegante Formeln. An Kürze und Ueber- 
sichäichkeit scheint jedoch dio nachstehend dirgestdite Methode 
Vvoti FiY^zrceau's 9) den Vorzug zu verdienen, welche sich aaf 
gewisse Eigeuscbafton der Eyperbelfunktionen stützt 

Die Bezeichnung ist die gleiche wie frtlher, und wiederum 
gehen wir aus von der Orundgleichung 

»intf^BinX ainD + coeL cosZ* cos(/o — 0- 
Einer anderen gemesBenen Höhe ff" ontspreehe die Deklinfttion D"; 
alsdann gilt ebenso die Gleichung 

sin^=<BinZ siniJ' + coai coafl' cob(/|)' — l). 
In diesen beiden Gleichungen amd L und / als die Unbekannten 
zu betrachten und zu erulren. 

Wir setzen 

sec L = Sof A, tang L = ©in X 
und bekommen 

sin// (S.o\ X—ün ß @in>l = umD coa^ to&l-\-ao%D sini^ sin /, 
sin ff Eof i — aini?' Sinil ■= coh^ cos^' eosZ + cosZ?' ain/g' sin/. 
Zuerst werde nun die erst« Gleichung mit cos D" cos ^', die zweite mit 
cos D cos In multiplicirt, ultd sodann subtrahirt, alsdann werde die 
erste Gleichung mit cos j!)' ein V, die zweite mit cos/) Bin,i^ mul- 
tiplicirt, nnd cbeDfalls subtraliirt; das giebt, wenn noch einige 
unmittelbar verständliche AbkArzungen eintreten, 
afS.ii\X + B ®ini~ Csin/, 
— ßüEoi-H-^ ®inJl = Caotl. 
Um / zu eliminiren, wird man allenthalben qnadriren und dann 
addiron; so folgt 

(a2 + j5i) fio\iX—2{,Aß~Ba) <SimX aofi + (-4*-f *^) ©m^-l ■= C^, 
und in dieser Gleichung kommt einzig and allein noch die Un- 
bekannte X vor. Zu deren Auflösung gehen wir mittelst der 
Formeln 

eoP^ + ©ra'^-=®o(2i, 2®mXf&o\X = ®in2X 
von den eisfachon zu den dopp^ten Argumenten Uber and be- 
kommen 
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(A^ + ß^ + B^ + a^tSo\2X—2iAß~Ba)®mn = 

Indem 

k&tt2Xii — 2(Aß—Ba) 
k CS;Df2i« = A-'A-B-^-^-a^ + ß^ 
geaetzt wird, ergiebt sich ana der vorigen Gleichung 

k Eof 2(3— 2fl) = 2(?' + ^ä + 5i— a*— ^, 
and damit iBt die eingangs aufgcBtellte Aufgabe gelöst, sobald k 
und Jto bekannt sind. Wir fahren die Bestimmung dieser GrÖRsen 
auch aus dem Grande in extenso dnrch, damit man sich fiberzeuge, 
dasB, was ja nicht von vom herein gesichert ist, die beiden 8nb- 
stitutionsgleichungen stets reelle Werthe ffir k und A^ liefern. 
Zuerst folgt, indem wir jene qnadriren und sodann die erste von 
der zweiten abziehen, 

die rechte Seite ist zweifellos positiv, und damit auch k\ Betre&b 
des Argumentes A^ gelangen wir durch direkte Addition der obigen 
Gleichangen zu dem gewünschten Resultate; es wird 

A(@in2Jlfl + «of2Jlo) = .i^ + 2^ + ^» + ß>— 2Äa+a', 
,2;U^ {A + ßY + {B-a)-^ 

" ^ k ' 

^ = logl/M + j9)* + (5— a)i~logl/Ä. 
Die Differenz zweier reeller Logarithmen ist aber selbst reell. 

Wir werden Gelegenheit nehmen, noch bei einer anderen 
Gelegenheit der Verdienste zu gedenken, welche sich Vvon Villar- 
ceau um die Verbreitung des hyperbolisch - trigonometrischen Cal- 
culs erworben hat. 

§ 6. Rektifikation. Wir wenden uns jetzt zu den Anwen- 
dungen der Hyperbelfunktionen auf analytische Geometrie, welch' 
letztere wir im weitesten Sinne fassen. Indem wir von den ein- 
facheren zn immer compHcirteren krummen Linien aufsteigen, 
bleiben wir vorerst bei der Parabel stehen und lösen einige auf 
diese Carve bezügliche Fragen, 

Was die Rektifikation betrifft, so ^Ü, es fUr eine Parabel von 
der Gleichung 

die Answerthung des Integrales 

/,/s?+7,T-/i/r^*-/i/,T|*. 
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Für y = p @inu geht äiesa letstere Integral über in 
7*1/1 + ©in*«;» «Eof u du = p /ffiopu du, 
und da 

ist, Bo wird die Länge dea PanbelbogenB, vom Uraprung bis zu 
dem der Abscisse Xi entsprechenden Punkt gereolinet, gleich 

['f(«««'»?+fl/^) = 

|(»tt sin |/y + i i/äSn^+SD). 

Diesem AuBÜruck läsBt aich noch eine andere interesBante Seite 
abgevinnen. Bezeichnet man nämlich mit t den zum Argument u 
gehörigen transscendent^n Winkel, bo bat man (Kap. 111 § 8) 

Beo T = (Jof u, tang r = Sin u 
nnd somit, da 

« = logtang(4fi'' + |V 

I (u + ©tntt Cijf «) = J fsecT UngT + log tang (*5* + |))' 

f(« + Sin«M«) = f(BecrUngr+y-^). 

Vermittelst dieses Satzes ist die ElektifikatioB der Parabel zu jener 
der Ellipse in eine nahe und merkwürdige Beziehnng gesetzt. 
Denn während dem letzgenanten Probleme beknnntermassen die 
sogenannten elliptischen Integrale ihre Entsteh ngg verdankeD, 
deren erste Gattung durch die Form 

• ■'< l/l— t=.iii'r 

charakteriBirt ist, wirä äie LäDge eineB Parabelbogens dnrch 

dargestellt. Bezeichnet man sonach mit CayleylO) dieses letztere 
Integral als Gudermann'sche FunkU<m — Guderm<mn hatte eben 
(Kap. I § 9) hiefür die Bezeichnung Z(r) eingeführt — , ao gelangen 
wir zu dem Theorem: 



D,g,i,.,.d.:, Google 
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Je nachdem das Legendre'sclte elliptische Integral erster Art 
F{t, k) einen der jft*// oder der Eins gleichen Modul hat, liefert 
es die Arcus- oder die Gudermann'sche Funktion und damit resp. 
die Bektifikation des äreises oder der Parabel. 

Dieser S&tz, wie der Ornndgedunke der vorstehend gegebenen 
Entwiekelang rtlhit von James Booth ber, der hieranf dae Prindp 
der ihm eigeDtliOmlichen parai>olischen Trigonometrie gegründet 
hat.*) 



*) Da diewlbe in Bficharn noch niclit dargestellt nnd vob Ihrem 
Erfinder nnr gelegentlich der British Association im Jahre 1856 mit- 
getbeilt wurde, au halten wir ob fUr zweckdienlich, hier die Notiz eiD' 
zuschieben, welche Bootk's Biograph Glaisher tod dieser eigenthümllcheD 
Erweit«rnng der cyklisch - hyperbolischen Goniometrie gegeben hat. Er 
Bigtll) TOD dem jener GelehrtenverBammlung eingereichten Anfsatie: 
.The memoir relates to elliptic integrals in the caau in nhicb the modn- 
1ns is nnity. In elliptic functions if the moduluB k he put eqnal to 
xero, the theory becomes identical vith oircukr trigonometry , and if k 
be pnt eqnal to anity, theory hecomes tb&t of parabolic trigonometry. 
Tbe lengtÄ of an arc of parabola, of latna rectum 4 m, meaanred from 
the Vertex, =m aeo» tangd + m/'aec d</»; and, in the esse of Ar s= 1, 
the firat elliptic integral = 

-^("i - /"siV -'»«'"'«"«+* »'■ 

Dr. Booth'a notation ia peciiliar: he introdnces the aymhols J_ ""d T 

(which have eome resemblance in their mode of applicalion to-f and—) 

defined by the equationa 

tang((p J.z) = tang(p secz + tang/ aeoy, 
tang (^ ~ ;c) ^ tang 9> aec x™ tang jr sec ^. 

Iq the oase of A; = 1 we have in Elliptic Functions 

tang am (a + w) = tang am u sec am ii + tang amv aec am u, 

ao that if 4P ^= am ta, x'= ■"" " i 'hen g> +x = omi (w + p) vis. 

y±Z = am(am-' v + om^^Z),) ... 
T- , ~i -1 , J (mod.) 

giiX = (nn (am y — am z). I 

The theory tbua belonga to the particalar case A == 1 of Elliptic Funotlone, 
studled by Gudermann, and tbr which the amplitnde bBoomea the fnnotion 
(«rrned by ProfsMor VayUy tbe gudarmannian, and written by bim gd n. 
Dr. Boalh'B trigonometry of tbe parabola fs thas a geometrlcal illn- 
stration of the theory of the gadermanniaD." 

Eb wird wohl Wenigen bekannt sein, daaa etwaa ganz Aehnliches, 
wie Booth'» parabolische Trigonometrie, bereite von einem waokeren 
Dentschen Mathematiker des vi»igen Jahrbnnderts , Maraens Brendel, 
erdacht ward. Derselbe aebrieb zwei üniverBitätsprogramme .de loga- 
rithmia parabolioia " 12) und betrachtete darin als asymptotische Curvett 
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§ 7. Schwerpunkt des Parabelbogoas. Anderweite gtite 
Dienste leisten die Hyperbolfunktionen, wenn der Schwerpunkt eine« 
Parxbelbogens bestimmt werden soll Das durch die Punkte 0^ 
und Xi, ^1 begreuEte Bogcnstttck liefert far die Coordinaten g, t) 
seines Schwerpunktes die Gleichungen 

g = y"" xds, n = /" yds, 
wo ds^ = dx^ + dy^ ist. Wir haben , Ask dy : dx = p : ]/ipX; 

yi*-/.i/Ä.-T*5-/.i/n-(i)'<i«- 



yv^ 



4 
BO wird unaet Integral gleich 

^/l/eopw— 1^ SitiMdK — ^/@in»tt(fa. 
Da nun aber 

y®in^«rfM = i (Sin« Sofw — m) 
ist, so folgt endlich anter Verwertliung des im vorigen Paragraphen 
für s ernirten Werthes 

1 , .-. . — — I /%x^ , 

- 1/2«, (p + ar,) + Are @in |/ ~- 

Ewei Parabeln von gleichem Parameter und zusammenfallenden Axen, 
aber verscbiedenen Sohotteln. Den iwisohen den beiden Carven est 
haltenen Raum boielchnete er als ABfniptotenraom und bewies nun, 
dass, ebenso wie alle dem Asymptotenranm einer gleich sei dgen Hyperbel 
einbeachriebenen Rechtecke flftdienKleieh sind, bo anob ein Gleiches fUr 
gewisse krummlinige Trapeio gelte, welche er innerhalb jenes Halbring« 
abgrenste. Dann bewies ei den Lehrsatz 13) ; ,His tandem elnteacit, 
parabolae aaymptotoa ectypum esse posse pleni absoluüqne sTsteoutii 
logarithmici, epatiaque aaymptotiea, arcnnm puabotleorum ezUbere 
logarithmoa." 
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§ 6. AnonikliMn der Kegeltchnitte. 

ÄndererseitB vird 

/v* - f'J ;/il' + *> - /y l/l + (^y dy . 

Jetzt werde dieas Integral durch die SabstitutioB 

?-®tn« 
P 
anf die Form 

gebracht; daraus folgt 



;>* (1/2x1 (p + 2«, ) + «« Sin ^/~i) 

Zajjonni) hat zir dieser Aufgabe ein Zablenbeispiel berechnet, 
auf welches hier verwiesen werden mdge. 

§ 8. Anomalieen der Kcgelecfanitte. Für die Mia- 
lytiBche Behandlung der Mittelpnnhtecurren zweiten Grades 
empfiehlt sich ein Verfahren, welches von Grunert lö) und Michae- 
lis 16) unabhängig ersonnen und mit viel Erfolg fttr die Verein- 
fachung der bezüglichen Hcchnungou generell durchgeführt wurde. 
Ist die Gleichung der Ellipse 

nnd fuhrt man mittelst der Transformation 

X = a coeg), y = beinip 
Httlfswinkel ein, welche man mit einem ans der Astronomie herttber- 
genommenen Namen als Anomaliem bezeichnet, so erweisen sich 
dieeelben durcliaus als ein sehr bequemes calciilatorisches Hülfs- 
mittel; die Curvengleichung nimmt jetzt die einfache Form an: 

cos^g) + sin-(p ^ 1. 
Für die Hyperbel hatte Grunert in jenem erstgenannten Anfsatse 
ganz die gleiche Umformung vorgeschlagen, muaste aber selbst 
gestehen, dass selbe in diesem Faiie nicht gleich werthvoll sei, 
deun indem die Mittelpunktsgleicbung der Hyperbel 
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in die andere 

COB 2<p ™ 1 
ttbergieog, wsr gerade der wesentliclie Vortheil verloreo gegsDgen; 
die erhaltene Gleichung war im strikten WoitsiDBe keine Bolche 
nieLr, reep. q) uicht melir beliebig, and Gruneri masste znr Ver- 
meidnng des Paradoxons 

a coa w 6 Bin (c 
~ !/ = - 



l/co8 29> ' 1/cÖb2^ 

setzen, and damit war gerade die Ueberwchtliehkeit verloren ge- 
gangen. Uiedureli ist angedentet, daas der cyklischen Tranafo^ 
mation bei der Ellipse nnr eine hyperbolische bei der Hyperbel 
entsprechen könne. In der That hat aacb Grunert diese später 
eingesehen und anerkannt 17). Wir setzen also 
x=^ a Sof u, y™ b Sin u 
und erhalten damit als einfachste Form der Hyperbelgteiehnng 

goJJ«— ©in^H = 1. 
Michaelis (s. o.) hat diesen TausformationsmodnB aneh auf höhere 
Oniren von der Gleiohang 



(r*(r= 



anszndehnen gesucht, allein, sowenig sich bestreiten läset, da» 
diese Verallgemeinernng möglich und anter gewissen Umstinden 
natshch ist, so glaaben wir doch nicht, dass sie in der Natur 
der Sache eigentlich begründet sei, vielmehr werden wir im sieben- 
ten Kapitel eine andere Definition des Begriffes „Anomalie" für 
derartige Carven aafznstellen Sachen. 

Um ein Beispiel zu gehen, suchen wir den Erttmmongshalb- 



.Hm 



.^+\^;/ 

9 — ' 



far obige Hyperbel. Wir haben 

= — -r. — -7- = - ttotoiig « 
dx a Sin udu a 

^=^.^„_ ^ - i- = 
äx^ du dx'°' a ©in'« ' a ©in« < 
mithin 
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AnoanUeeo, Angewandt anf die Hypetbel. 



Pdr die gLeichseitii^e Hyperbel wird b = a, somit ist jetzt 



p„?!(®™^'^+M!j^„««„,i 



2u. 



In dieeer Form wird der Ausdruck fflr deu Radius des Krümmanga- 
Itreises auch von ßoffffatzlQ) angegeben, dessen Scbritt in einem 
besonderen Abschnitte von der una hier beschäftigenden Parameter- 
darstetlnng speziell für die gleichseitige Hyperbel bandelt, bei 
welcher jene ihre Wirksamkeit aelbstTerständlich twsonders frei 
entfalten kann. 

§ 9. Anemalieen, angewandt auf die Hyperbel. Wir 

gehen hier auf einige Blitze näher ein, welche sich auf harmoni- 

sehe Beziehnngen bei der gleichseitigen Hyperbel erstrecken 19). 

'ivei Punkte M^ und M^ (Fig. 24) einer solchen Cnrve, deren 

Fig. 24. 




T. SP,P.P, P( 

Anomalieen U| und Uj sind, sollen so liegen, dasa die Fnaspankte 
Pf nnd Pi ihrer Ordinalen mit dem Centrnm Ö und dem Scheitel 
S dea beEflglichen HyperbelEweiges eine harmonische Pnnktreihe 
bilden. Es gilt die Proportion 

OS:SPi = OPt-.PiPs, 
oder, wenn OS = a, OPj — a ffiof «i , ÖP, -= a ffiof «i ist, 
a : a (Cof«i — D =- « (to\ui : a (tto[Mi— «"fMi). 

1 _ gpfu i 

©in^iwi "" ©in'iwj — ©in*iwi 
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EiDe einfache Umformnag fUbrl; diese Gleiclniig Ober in nach- 
stehende: 

Xang- iu-,^2 Sin- J Wi 
NunmeLr nehme man auf der Hyperbel die Punkte M^t ani M\ 
so, dass die byperboluchen Sektoren SOM^ und SOM^ resp. den 
Anomalien \ u, und i u^ entaprechen; OP-i und OPi Bind die jenen 
Punkten zngebsrigen Abaciiiacn. Addirt man jetzt auf beiden 
Selten der zuletzt erlialtenen Gleichung die Einheit, so kann mau 
schreiben 

und diese ist der fignr zufolge Identiech mit der Pri^ortion 

Will nun sonach tu Gentmm, Scheitel und einem wilikSrlichen 
Punkt ^1 der Axe einer — gezeichnet vorliegenden — gleich- 
seitigen Hyperbel den vierten harmoniscben Punkt finden, m be- 
aehreibe man ober OP^ als Diameter einen Halbkreis, wetefaer 
die Scheiteltangente in R schneidet, siehe OR, welches verlängert 
die Hyperbel in J/4 schneidet, und schlage dann um als Mittel- 
punkt mit OMi als Halbmesser einen Kreis, durch welchen die 
Scheiteltangeute in Aj getroffen wird. Endlich ziehe mau OR, 
und errichte darauf in R^ ein Perpendikel; dasselbe schneidet die 
Axe in P^ so, daaa und Pi durch S und Pi harmonisch ge- 
trennt werden. Legt man darauf in M^ an die Carve eine Tan- 
gente MtTi, so ist A'tf4'/i/'4<^ i^OMtPi, 

sin{^Jf,7iP,) = sinaO^,^) = ^^; 

fl StnJMa ogBf^a-j 

MiTi " i/sinMwi + eopiKi ' 

Da ferner nach der Bedingnngsgleichnng fttr die harmonischen 
Punkte 

gppi^ _ 1 

©in^iwi ~ 2@ni*li*| 
ist, so erhält man durch Maltiplikation der beiden letzten Glei- 
chungen 
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Auomalleen, angemuDÜt nnf d 



a ffio( «3 = - 



T.M,'' 



2a ®in- { «1 

oder in Worten: Sind 0,S,Pi,Pi harmouiache Punkte »uf der 
Axe und bestimmt man Mi suf dem Bogen so, dasB Sektür OsV^S 
der Hälfte des Sektors OM-tS gleicli wird, dann Ist die Tangente 
in Mi, vom BerUbrangspunkt bis zur Axe gerechnet, die mittlere 
Proportionale zwisehen OP^ und SPi niid auch zwisclien OS 
und PyP^. 

Die nämlichen ähnlichen Dreiecke wie oben liefern die 
Proportion 

TiP^ : M,P, — MiP, : OP^, 



TiPi- 



folgt. Da jedoch Xatig-iui = 2 @ut^iu, Ist, su ist auch 

TaPi 

nnd daraus entfliesst zum Schlüsse die Proportion: 
OPi : OS = TiPt : SPt. 
Ein anderer Satz, anf den die Anomalieen noeh nieht angevandt 
worden zu sein scheinen, dessen analytischen Beweis sie jedoch 
ebenfalls wesentlich erleichtern, ist folgender von SaltnonW) an- 
gegebener: ,WeiiD man darch einen Punkt eiaer gleiehaeitigen 
Hyperbel zwei zu einander rechtwinklige Sehnen zieht, so ist diB 
7on ihm auf die gerade Verbindungslinie ihrer Endpunkte gefiUlte 
Senkrechte die Tangente der Ctirve." Ks sei A (Fig. 2Ö) der be- 
Fig. 25. 




wusste Punkt, Aß und AC die einen rechten Winkel einscblieB- 
senden Sehnen; dann musg natürlich, wenn B dem Hyperbelsweig 
reellen Argumentes angehört, C anf dem complexen gelegen 
sein. Druckt man aonach die drei Punkte durch ihre Anoraalletin 
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ans, so sind dieselben (Kap. III §6) bezüglich u, u,, — Ui + 
(2n + l)jii.*) Von .^ werde &af fC eine Nonaale AD gefiitlt, 
welche rflckw&rts verlängert die Axe iu E Bohneidei Zieht mui 
dann noch OA nach dem Ceutrum und fällt von A, B, C auf die 
Axe die Normalen AAi, BBi, CCi, sowie von B auf CCi da Nor- 
male BF, Bo ist, wie wir wissen, wenn ED wirklieb eine BerDh- 
rende der Cnrve ist, 

AOAA, or AAEAi <^- £\BCF. 
Die Aufgabe wird es also sein, die Gleicblieit der Winkel CBF 
nnd AOE nachznweisen. IMe Halbaxe ist = 1. 
Man hat nach den prosthaphäretiscben Regeln 

Sin (—»1 + (2n + 1 ) xi ) — Sin ni 
— (Sof (— u, + (2n +i) xi) + Eot wi 

@iwnt — ®iiiz<i ' 2 2 y Hl— Ml 

Anf der anderen Seite iit 

tang iLAOE) = ^ = S^fl"- 

Drtin«lige Anwendnng des pTthagorSiachen L^raatEes liefert die 
Belathmen 

CP = (©ln(— Mi +(2n + DäO — ©in«,)* 

+ {— ei)f(— M3+{2n+i):»0+aoTw,p 

— ©üi'mj— aSinwi ©inwj + ©in-M, + Sof»u, + 2S(i[M|X 
lSofwj+ffoP«i = ffioT 2mi + ßof 2«, + 2 Eof ("»— «i), 

C^* — (Sin i—Ui + (2n+ 1) »0— ©in«)' 

+ (— (EoU— «j + (2« + l)jtt) + (iEo(tt)s 
— @in»ui— 2 @inM®inM2 + ®ra*" + ffiDPMj + 2liEo[«>< 
CofM-i + SoPw — M2Wi+aof2« + 2M(«t— «). 



*) Hau eHnnere sich, dass der nach oben links sich Sffinende Aspi- 
ptotenranm im Unendilohen mit dem nach unten rechts sich üffuenden 
znsanunettliKBgt und demnach mit dem gleichen (negativen) Zeiciieo in 
Bechnnng gebracht werden rnnssj daas Sinus pcwitiv und Cosinus nogatlT 
ist, waid in Kap. Ul g 5 bemerkt. 
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©tnäw, — 2 ©mw@tnMi-l-©in^w+eDf*Ui —2 Sof « Sof Mi + Knr« = 

Sof2«i+Ci)f2M— 2«of{w, + u). 
Da jedoch nach ConBtrnktioii 

sein aoU, bo findet maD fllr u^, Wj, u die BediDgnngsgleichung 
2 M("i— "i) = aSof 2" + 2 SoKit,— M) — 3 II(if(tti +w), 
auB welcher sich die obige, zugleich die Richtigkeit des Satzes 
gaiaBtirende BedingnugBgleichung 

lang u ttotong -"^ -— — 1 
leicht ableiten Ifiast. 

§ 10. Imaginäre elliptische und hyperbolische 
Ereiapunkte. Eine eprecbende Analogie zwischen Kreis- nnd 
Hyperbelfunktionen liefert uns die Betrachtung gewisser unend- 
lichferner imaginärer Pankte. Betrachtet man den Kreis, dessen 
Gleichung 

xi-j-yi — O 
ist, so läsat derselbe eine doppelte An^aasnng zu; die Oleichnng 
repräsentirt n&mlich einerseits allerdings einen um den Ursprung 
des Axensyatemes beschriebenen Kreis vom Radins NnU, anderers^ts 
aber aneh, insofern x'^ + y'^ ^ {x + yi}(x — yi) ist, die bdden 
Geraden 

yi = x, yi = —x. 
Dieselben führen nach unendlich entfernten Punkten, welche man 
die imagmören Kreispunkte nennt Um deren Oleichnng in Linien- 
coordinaten zu erhalten, schlagen wir mit Salmon- Fiedler Ü) 
folgenden Weg ein. Homogene Coordinaten werden dabei vorans- 
gesetzt 

Ein Kreis vom Radius r, dessen Hittelpunkt mit Bezug auf 
ein Pnndamentaldreieck A^ A^ A, durch die Ckiordinaten x'x, x'^, x'i 
gegeben ist, hat in solchen Coordinaten die Gleichung 

r'föj+gl+gj — 2gag» coB^i— 2|,gi cos-4i— 2|,& cos-ij). 
Unabhängig von Coordinaten des Centrnms und Orttsse des Radius 
ist der i-echts eingeklammerte Ausdruck; er repräaentirt aonacfa 
das Puuktepaar, durch welches sämmtlicbe Kreise der Ebene ohne 
Ausnahme hindurchgehen müssen, und es sind somit diese beiden 
Puukte gegeben durch die Gleichnug: 

ailnibu, bjiMrboL i'anktlua«!!. ]4 
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gJ + S^ + g' — alllsCOB'-^i—agjgiCOB ^1 — 2^,^5 008^3 =0, 

wo j4i, Ji, A3 natürlich die Winkel des Fandunentaidreieekes 
voratellen. Schendel2i) bat nUD geeelgt, dasa unter den nnend- 
lich ferneD Punkten, darch welche gleiebseitige Hyperbeln hindurch- 
gehen, sich zwei befinden, die den soeben diekntirteu Pnnkten 
sich völl^ analog verhalten. Bezeichnen wir A, A^, A^A^, A^Ä^ 
hezflglick mit S3, Si, s^ nnd erinnern nna, daaa ans elementar 
geometrischen Gründen (k = 1, 2, S, * + 3 = k, k+2 = 
k-1.. .) 

s^i = s,st+iooaAt^ + s»^st\tAt+i O) 

ist, so drttckt, ein angleiohseitigei Fnndamentaldreieck vorane- 
gesetzt, die Proportion 

sl : sl : s\ = X, : Aj«: ij 
nach Obigem s&mmtliche durch die imaginären Ereispnnkte gehen- 
den, also Überhaupt alle denkbaren Kreise ans. Lassen wir aber 
jetzt gleichseitige Hyperbeln an Stelle der Kreise treten, so be- 
stimmt die nämliche ProporlJon, die wir soeben betracbteten, eine 
Reihe gleichs^tiger Hyperbeln, welche die nämlichen zwei nnügent- 
liohen Pnnkte gemeinsam haben. Zuglwch ist weiterhin etsiehtlioh, 
dasB nnsere ( nichts anderes sind, als die vorhin gebrauchten |, 
denn indem man die drei Gleiehungen Q) addirt, erhftlt man eben 
die Gleichung der nneigentlichen imaginären Kreispunkte; man wird 
also auch die Gleichung der un eigentlichen imaginären Hyperbel- 
pnnkte erhalten, wenn man in den Gleichungen O) die s durch g, 
die oyklischen Cosinns dagegen dnrch die hyperbolischen ersetzt 
So werden denn die fraglichen Pnnkte gegeben sein dnrch folgende 
Gleichung 

Wir haben also zwischen eyklisch- imaginären und hyperbolisch- 
imaginären ifreispunklen zu unterscheiden. Was jedoch letztere 
angeht, so vergesse man nicht, dass durch die obige Proportion 
Xi : X^: i^ diesamal nicht doppelt- sondern nur elnfach-nnendheh- 
viele Curven charakteriairt sind; es folgt fflr diese Punkte ans 
diesem umstand ein Lehrsatz, den Schendel (a. &. O.) folgender- 
massen aasspricht: „Sie sind nicht absolut feste Punkte, wie die 
imaginären Kreispunkte, da ue mit den hyperbolischen Kr^en,*) 



*) Schendel gebrancht consequent an Stelle der Üblichen BeMicb- 
nungeo „Kreis" nnd „gleichseitige Hyperbel" die Worte „elliptiacber 
Ereie" und „hyperbolischer Ereis", nnd diese in der Tbat recht signifi' 
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dnroh die gie beetimnit werüen, ihre Lage zagleiob ändern mUBMa; 
sie ^nd nur relativ feste, von der Lage du Fandamentaldreieekes 
ibh&iigige, Punkte, können aber ebendeswegen — und darin beruht 
mit ihre Bedeutung — als Repräsentanten der unendlich fernen 
Punkte aller hyperbolischen Kreise und die durch sie gehenden 
hfperbolisohea Ereise ala Repräsentanten aller hyperbolischen Kreise 
angesehen werden." 

§ 11. Cnrren zweiter Ordnung auf der Kogelflftche. 
Schneidet ein vom lUittelpunkt einer Kugel ausgehender Kegel 
zweiten Orades die Oberfläche dieser letzteren, so ist die ent- 
stehende doppelt gekrUmmte Ourve ein sphärischer Eegelschmlt. 
Ifan kann nadi der Natur des auf die Sphäre 4)rojicii-ten ebenen 
Kegelschnittes natürlich, wie in der Ebene, eine spärische Ellipse 
nnd eine sphärische Hyperbel unteFBcbeideii; die eratere kann 
in ßinem Zuge beechrieben werden, die letztere in zwei con- 
gmenten, zum Mittelpunkt symmetrisch gelegeneu Zweigen. Da 
letztere, wie auf der Kugel aelbstverständlich, geschioasen sind, 
Bo geht fOr die sphärischen Kegelschnitte allerdinga das wichtigste 
anschanungsmJUsige Kennseichen der analogen ebenen Gurven ver- 
loren. — Will man jene analytiacji darstellen, so rekarrirt man 
am Besten auf das durch Gudermamiii) eingefflhrte Coordinaten- 
Bystem. Zwei einen rechten — eventuell auch willkUr liehen — 
Winket einschlirasende Qn&dranten CD und C£ werden zum Asen- 
aystem genommen (Fig. 26). Soll der Fnnkt P fixirt werden, so 
ziehe man die Hauptkreiabögen/'/' und £P, welche (verlängert) 
die Axen in A* nnd L treffen. Alsdann setzt Guäertnarm 

X = tang CL, y = taug CK 
und nennt X und y die sphärischen Coordinaten des Punktes P. 
LäBBt man weiterhin die sphärisclien Halbaxen a und b eines 

kante Terminologie ist es anch, von welcher wir selbst oben Gebranch 
gemacht haben. Im Uebngen erwähnen wir, daas der genannte Gelehrte 
die in die Ulelchnng der imaginären hyperbolischen Kroispnnkte ein- 
gehendeu goniometrischen Funktionen Coa A zuerst nicht näher definirt 
nnd erat Bpäter23), nachdem sich die Gleichung Coa'^— Sin' J = 1 
heranegeatellt hat, ala .cykliBch-hyperboliacbe Funktionen" beEoichnet 
Wir jedoch durften, geatHtzt anf diu Kenntnisa der Thateache, daaa der 
Coainna einea imaginären eykliachos Argtuneates unmittelbar in einen 
hyperbolischen Coslnns von gleichem reellem Argument aioh verwandelt, 
sofort dieae letzteren in die Gleichung tinfUhren. 

14* 
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Engelkegelschuittes mit den' Axea ^g- 2fi. 

BOBunmeiifallen , bo ksnn desBeii { 

Qteichnng ftnf folgende Form ge- 
bracht werden: • 




Unter dieseii VerhSltnisaeD h&tn^ 
DBn Heilermarm 26) einen Sfttz 
gefunden, den er selbst fol- 
gendermassen anseprieht: ^Wird 
eine BphXnBohe Ellipse von einem 
Kreise in zwei g^en die grosse Axe symmetriach gelegenen 
Punkten M nnd M^ berührt, nnd von einem beliebigen Punkt ü 
der Ellipse an diesen Kreis eine Bertllirende geeogen, so ist diese 
Unie gleich der Snmme oder Differenz der reellen Halbaxen der 
Hyperbeln, welche mit jener Ellipse confokal ^siud nnd dieselbe 
in den Punkten Hf nnd A schneiden, je nachdem diese Funkte 
auf verschiedenen oder auf derselben Seite der kleinen Axe liegen.' 
ßeilermami legte sich nun die Frage vor, ob nicht ein khnlicber 
Sata ezistire, in dessen ^noncä die imagin&ren Halbaxen con- 
fokaler Hyperbeln eine Rolle spielten, nnd beantwortete diese 
Frage mittelst der Hyperbelfnnktionen In folgender Weise 26). 

Die ob%e Gleichung stelle eine sphärische Bllipae, die Glei- 
chung 



tang^a, tang^&i 
eine zu jener confokale Hyperbel vor. Auf der Ellipse sei ein 
beliebiger Pnnkt Xi, y, genommen, den wir flf nennen wollen; 
derselbe werde mit jenem Pnnkt P der kleinen Ellipaenaxe, dessen 

Coordinaten 0, ^— '- sind, durch den Haoptkreisbogeo NP 

verbunden. Pttr dessen Länge findet man durch Anwendung 
sphärisch -trigonometrischer Formeln 






Fahrt man mittelst der fielatiou 
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COBfl 

« =- arc ooB — r 
coto 

die Excentricität ein, so kann man mittelst derselben ans den obigen 

Gleichnngen der beiden Kegelachiiitte die halben grossen Axen 

negecbaffen und bekommt 

tang^o y' tang^ö 



tang^fr 
Durch Einsetzung der so gefundenen Werthe wird 

tang& cos'afta ng^^ — yt/i ain^c) 



üIfP = 



■ l/tang* b — yf sin^« l/tang** + y* i 
Der Pnnkt x, ^, dessen eine Coordinate bisher in Reohnnng 
liam, war willkUrlich ; wir kitonen denselben aber jetzt so wählen, 
disa er mit P coincidirtj setzen wir dann JVP^p, so niuiait, da 
= Vi wird, die obige Gteichnng folgende etwas einfachere Ge- 



stalt 8 



, I /tang*^ 
j ^ tang coa a 1 / 



tang*6 + y' sin*« 
Durch Division findet sich 

(MB AP tang^ft — yj/i sin'« 

coBp (/tang'Ä— yj sin*« l/tang'ft — t/* sin^e 

Naninehr setzen wir die imaginäre Halbaxe unserer Hyperbel «=■ fti, 
dann wird tang^t = i%tttiqßi nnd, wenn noch die obige fttr e 
gefundene Relation beräcksichtigt wird, 

Sing,-- »■"" s,;ft_ , «"e^ . 

1,'tang^ö — -y' ain^e ^/tang^ft — y^ sin'C 

Setzt man analog 

y^ sine 



lang ip, = 



tangd 

Bo erhält man entsprechende Werthe für @intp| nnd f&o^tpi wie 
eben, indem man nur das y mit dem Index 1 Tersieht Setzt 
man abermale diese Werthe ein und lässt cost an die Stelle von 
cosp : coBiVP treten, so folgt (Kap. Ill § 6) 
1 
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± tfi— Vi) — loe t«ie{45»+44 

Um äieses Reaaltftt einsakleideD, bedarf es noch der EenntniM 
der geometrisch en Bedeutung der drei GröBsen ßi, ip|, (. EKe 
der beiden erateren erschliesst sich nnmittelbsr ans den TraoB- 
fonnationsfornielD : ^i und ^| sind die imaginären Halbaxen jener 
beiden Hyperbeln, welche die n&mlichen Brennpnnkte vie die in 
Gmnde gelegte Kltipse haben nnd reep. dnrch die Punkte x, y 
und Xi , yt hindnrehgehen. Betreffs der Grösse l aber folgt aus 

cos e — " cos AP cos t, 
dass Q die Hypotenuse eines sphäriBch-rechtwinkligen Dreieckes 
ist, dessen Katheten AP nnd l sind. Mnnmehr hat es keine 
Sehwierigkeit, die Wahrheit folgenden Lebnatzes einsnaehen: 

Wird eine sphirische Ellipse von einem Kreise in zvei sym- 
metrisch gegen die kleine Axe gelegenen Pnokten M nnd jfi 
berflhrt, nnd durch einen beliebigen Funkt fi der Ellipse in diesem 
Kreise eine kleinste Hatbsebne gezogen, so ist das diesem B<^eD 
als transBcendeotem Winkel entsprechende hyperbolische ArgnmcDt 
gleich der Snmme oder Differenz der imagiDären Halbaxen der 
Hyperbeln, welche mit der Ellipse eonfokal sind and sie in den 
Punkten M nnd A schneiden, je nachdem diese Punkte auf ver- 
schiedenen Seiten oder anf derselben Seite der grossen Axe liegeo. 

Es dürften in der hier gegebenen ansfbhrlichen Darstellnng 
der ffeilerman^achen Theoreme anch in allgemeiner Einsieht 
Fingerzeige für die Handhabung der Methode gelegen sein, nach 
welcher bei der analytischen Behandlung der sphärischen Gurren 
zweiter Ordnung in Gudermmm'ü Sinne die Kreis- und Hyperbel- 
fdnktlonen mit einander abzuwechseln haben. 

§ 12. Krummlinige Coordinaten; Isotbermflächen. 
Hau weiss, dass, wenn die Punkte iX+ Vi) einer Zahlebene durch 
irgend eine Gleichung von der Form 

mit den Punkten {x + j/t) einer anderen Zahlebene in Besiehung 
gesetzt werden, alsdann die eine Ebene conform, d. h. in den 
kleinsten Theilen ähnlich, auf der anderen abgebildet isU Der 
Doppelaehaar rechtwinklig sich durchkreuzender Parallellinien in 
der einen Ebene entspricht eine Doppelachaar orthogonaler Cm- 
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Ten in der anderen, deren Nstnr eben dnreh den Charakter der obigen 
Fnnktion F bedingt wird. Fttr nns gewährt nun ein, Bpeziellea Ibte- 
resae jener Fall, in welchem die Funktion F mit dem Ooainna flber- 
einBtimmt; wie Ober eine Anzahl anderer Abb üdnngB weisen findet 
man auch über diese in einer Abhandlung von Hohmüller 27) iJles 
Erforderliche znaammeageatellt. Nicht jedoch sind daaelbst die 
HyperbeLfunktionen als solche zur Verwendung gekommen, und 
doeh bedingen gerade sie, wie sich bald berausstellen wird, eine 
nicht gering zu schätzende Vereinfachung. 

Es Ist also (Kap. IV § 6) nach Trennung des Reellen und 
Imaginären 

X+Yi = coB (x + yi), 
Jf ^ coB x Eot y, ¥^ sin x ©in y, 
„ , X X 

cosa;' ffiofy 



Dnrch Quadriren und beziehnngsveises Addiren und Subtrahiren 
folgt hieraus 

Die erste Olelchnng entspricht einer Hyperbel, die zweite einer 
EWpae, und zwar ist leicht einzusehen, dasa beiden Curven die 
nämlichen Brennpunkte zukommen. Der halbe Brennpnnktsabstand 
ist gegeben durch den Ausdruck (a und h Halbaxen der Ellipse, 
fli und Ji Halbaxen der Hyperbel) 

l/fl2 — fti .= I/Eofsy — Sin*^ = 1, 

l/öf+öj »= ^oos^;c + sin^a: = 1. 
Je zwei äquidislante Nachbarpaare von Curven dieser Doppet- 
acbaaren bilden ein unendlich kleines Quadrat in der Ebene 
(■c + jn), and dariu, daaa dieas Quadrat jedem beliebigen anderen 
Quadrat, also auch dem von äquidistanten Parallelen der Ebene 
{X-\-YiS gebildeten Elementarqnadrat , ähnlich ist, beruht eben 
der Charakter der conformen Projektion. Diese Eigenschaft ist 
keine zalUlige, vielmehr durchschneiden sich nach A'tunnMr 28) 
Oberhaupt confokale algebriuaobe Curven orthogonal, sobald mui 
als Kriterium ftti die erste Bedingung die erweiterte Definition 
de» Brennpunktes von Plücker zu Grunde legt. 
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Als weitereB einfacbeH Beispiel sei genaHnt die durch die 
OleiehnDg 

vermittelte iwgoDSle Verwuidtachaft; hier entsprechen den beiden 
Sohaaien von Puallellinien Ewei Kreise, deren Glelchangen 

J-I+ j^_2 aotoitfl2j/.i'+ 1 — 
nnd 

^+l'* + 2cotang2a;.J'— 1 = 
sind. Die Distanz der ersichtlich auf den Azen gelegenen Centrt 
Tom Ursprung ist bezüglich 

m ■= <SDtang 2y, n = — ootang 2x, 
die Radien sind bezüglich 

Uojec 2v "■ pi, coseo 2x = pi. 
Da nnn 

Ko[ec*2!/ — ttotanfl*2y ^ cotang*2x — coBec'2x = — l 
ist, 80 ist anch 

(■;+?:-"•+«•. 

das dnrch die beiden Radien und die VeFbindungslinie der Hittel- 
punkte gebildete Dreieck ist im Scbnittpankt der beiden Krmse recht- 
winklig, und damit ist die erwähnte Fundamental eigen seh aft dieHsmal 
elementargeometrisch bewiesen. 

Anf jedea solche -Doppelsystem algebrusoher Orthogonalcurven 
kann man nun eine seltastständige Coordin&tenbestimmung begrUndeo; 
nuLfi erhält die sogenannten krummlinigen Coordinaten, Den für 
die Pfaxis wichtigsten Fall erblicken wir in den von uns vorhin 
betrai^teten , .den elliptischen CoordiruUen. Lasst man x nnd y 
ihre vorige Bedeutung beibehalten, so bezeichnet ma|n die grosaea 
Halbaxen coso: and Sofi/ eben als die elliptischen CoordinsteD 
desjenigen Punktes der Ebene, in weichem sich die Ellipse von 
der Halbaxe cos 3: und die Hyperbel von der Eslbai.e Sof^ durch- 
schneiden. Wenn man statt dos hieben Brennpunktabstandee 1 
eine willkllrliche constante tirösse c einfuhren will, so hat miD 
mit diesem c auch die beiden Halbaxen sn multipticiren, um die 
elliptischen Coordinaten zn erhalten. 

DaSB die obigen Werthe fllr X nnd ¥ zugleich die den ellipti- 
schen Coordinaten äquivalenten cartesischen Coordinaten vorstellen, 
erhellt bereits ans unserer Ableitnngsweise. Direkt ergiebt es sieb, 
wenn man aus den beiden Gldehnngen 

x^ r^ _- j ■ x^ r^ _ , 
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X nnd Y berechnet; mao findet 

^= ceoBxUofy, Y = canx ®tny, 
aad damit aind die Mittel gegeben, vom einen Systeme snm 
anderen flbereugehen. 

Der eigentliche Sehöpfer des Begriffes krummliniger nnd speziell 
elliptischer Coordinaten ist LamS, dessen Verdienste als eines 
Vorkfimpfera ftr die allgemeinere Anerkennung der Hyperbel- 
fnnktionen wir bereits in der Einleitung (Eap. 1 § 9) rQhmtad 
herrorEnheben hatten. Die elliptischen Coordinaten sowohl in, 
der Ebene als auch im Räume*) hatte derselbe znerst bei seinen 
berühmten Untersuchungen über die analytiaclie Theorie der Wärme 
eingeführt 29); anch in diesen greift er vielfach zn dem bequemen 
Hfllfsmittel der Hyperbelfunktionen, welche dann allerdings erst 
in dem früher mehrfach erwähnten Hauptwerke 30) ihrer vollen 
Bedentnng nach erkannt and gewürdigt werden. Der Grund- 
gedanke tame'a war folgender. Eine partielle Differentialgleichung 
von der Form 

gif 3if flif _ 

erscheint als die Bedingung für das Gleichgewicht der l'emperatur. 
Die Gteichnng 

F(x, y,2)^ a 
repräsentirt eine Isothermfläche, d. h. den geometrischen Ort aller 
jener Punkte, welche zu einer bestimmten Zelt die gleiche Tempe- 
ratur a haben; letztere wird geometrisch als Thermoparameier 
der Fläche aufgefasst Da nnu nicht alle Fläelicn Isotherm flächen 
sind, vielmehr zwischen dem die Individuen charakterisir enden 
Parameter einer einfach anendlichen Flächenachaar nnd dem Ther- 
moparameter eine gewisse mathematische Beziehung bestehen muss, 
damit jene Bedingung erfüllt werde, so ist es von hohem Interesse, 
diese BelatJonen zu studiren. DicsB nun hat Lame gethan und ist 
dabei zu Ergebnissen gelangt, welche man nach Fiedler Sl) in 
folgenden 3at2 znaammendrängen kann: Den hyperbolischen Cylin- 
dern und den planetarischen Ellipsoiden entsprechen die Kreia- 
funktionen, den elliptischen Cylindern, Umdrehungsliyperboloiden 

') Je eine Familie confokalei Ellipsoide, eismanteliKer und zwei- 
manteliger Hyperboloide schneiden sich ebonfalls unter leuhten Winkeln; 
die Parameter der drei Flächen, welche in einem bestimmten Punkt zn- 
ummeutreffen, stellen dieses Punktes räumlicbe Coordinaten vor. 
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Diid eifSrmigen EllipBoideo die H}rperbelfuBktioaeii ale Bedingungen 
der iBothennie. 

Es wird nieht geUdelt werden, wenn diese letitere Behaup- 
tung an der Hand des Lam^Bchen Originales 32) wenigstena nach 
der einen Seite bin etwas weiter ausgeführt wird. Bin System 
von zwei Schaaren sich rechtwinklig durch krenzender KreiBcylind» 
iBt nach früheren Entwickeinngen Lame's durch folgende Thermo- 
pammeter a und ß bestimiut: 

«=iog^^^2, 

ß -= aro teng ^— ^— MC tang ^x^' 

X und y sind die gewöhnliehen rechtwinkligen Cooidinaten, c ist 
eine Constante. Diese beiden Oleichangen lassen sich unschwer 
in folgende unigiessea; 

^* + V' + c' ^ 2cx Sotong «, 

x^ + y^ — c* ^ 2cy cotang ß. 
Aus ihnen ergiebt sich durch AddiÜon und Subtraktion 

c ==. a; Sotöiig a — y cotang ß, 
x^ + y^ = x^ Sotöng'a — y* cotang^ j9. 
Da 1 — €otang*cE = — Sofec^ß, 1 + cotang^^ = cosec'ß, so kann 
man letztere Gleichung auch so schreiben: 

X Eofee a = y cosec^. 
Diess, mit der zuerst erhaltenen Gleichung zasammengehalten, 
fuhrt dazu, x und y getrennt zu bestimmen; man findet 
cging csing 

ßofa — cosjS' ^ Eof« — coBjJ 
Diese Resultate dienen auch dazu, über den Spielraum der Thermo- 
parameter nnd damit zugleich Über die Grcnzf^lle in den beiden 
Cylinderfarailien aufzuklären. Es wird zu diesem Zwecke, je «acli- 
dem, für y = 0, ß ^ oder ^ ^t Jt ist, x auf eine der beiden 
folgenden Formen gebracht 33): 

®iw« _ 2©iBia gof^a 



S:o(c— 1 2@inUa 



- = cffiDtaMB***; 



iß (Sofia -, , 
— ^ = c Zonfl 1 a. 



(iofa+l 2eoP*« 
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Aucb die BeBtimmnng der ErdmmaiigBliiiien vollzieht aieh bei 
dieser Art des CalcnlB in einfacheter Weise. 

Dasa die elliptischen Coordinaten in einem der wichtigsten 
Zweige der mathematischen Physik, in der Wftnnelehre, von her- 
vorragender Wichtigkeit sind, dürfte aus Voratehendem zur Genago 
hervorgehen. Ihren Gebrauch bei den complicirteu Untersuchun- 
gen der modernen Hydrodynamik hat GreenhUl^i) gezeigt, und 
zwar iBt es gans die oben diskutirte Form derselben, von welcher 
er ausgeht Letzteres thut auch, wenn schon ohne unsere cbarak- 
teristiacfae Bezeichnung zu Httlfe zu nehmen, der dänische Hathe- 
matiker Thiele 35) bei seiner Anflöaung eines Problemes der 
Elaaticitätatbeorie. Er geht vermittelst der Transforation 

(Ä+ Fi) ~'{(x + yi) ^ cofl (X + yi) 
zu einer Gleichung über, welche er folgendermassen schreibt: 
^ _ Areal (^f) 
Areal (xy) 
= f (x + yi) f {x~yi) = ein (x + yi) sin {x—yii 
~ sin*a; ffiopy — coa^x ®in'y >= Eot*y — wa^x. 
Bestimmt man ans den oben angegebenen Formeln die beiden 
RadiiVektoreB der Brennpunkte, so nehmen sie beziehungsweise 
folgende Gestalt an: 

Sof y — eosx, (St^y + eoax. 
Durch BerOcksichtigang dieser Werthe gelangt HcblieBslich Thiele 
20 der Gleichang 

jtf ==: ((Joty — coBx)(eo(i/ + cos x), 
nnd diess ist, wie man siehl^ die Fokalgleichnng einer Lemniskate, 
weiche mit dem durch die obige Transformation gekennzeichneten 
System elliptiBober Coordinaten das nimlidie Paar Brennpunkte 
besitzt. Dass tiberliaupt die KUasticitäts lehre einen spedell für 
unsere engeren Zwecke reichen Inhalt besitzt, haben wir schon 
oben (Kap. 1 § 9) gesehen; zahlreiche interessante Beispiele, die 
zn den Objekten dieses Paragraphen in naher Beziehung stehen, 
enth&lt auch die schöne Schrift von Wangerin 36) Uber das Gleich- 
gewicht der elastischen Rotationskörper. 

§ 13. Anwendung auf die AequipoUenzenlehre. 
Die Darlegnngen der letzten Paragraphen haben gewiss die 
Thatsache ausser Zweifel gesetzt, dass eine rationelle Behandlung 
der Mittelpunktacurven zweiten Grades am Besten die Kreis- nnd 
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Hyperbeifanktioneti abwechselnd verwendet; jedenfalla ist es nur 
auf diese Art möglich, die auf die eine der beiden Curven rieh 
beziehenden Fovmeln so zu gestalten, dass sie unmittelbar aucb 
für die andere sieh verwerthen laBsen. Einen weiteren Beleg 
liefert »na die ÄequipoUenzenlehre von BellaoitU (vgl. Kap. I § 5). 
Zwei Strecken heiasen In dieser äquipollent, wenn sie gleichlang 
und gleichgerichtet sind; die Bezeiehnang dafltr, dass AB äqui- 
pollent CD, ist 37) 

AB aeqp. CD. 
Dass auch für dieses Zeichen eine grosse Reihe vun Sätzen noch ' 
gilt, die man unter Voraussetzung des Gleichheitszeichens abgeleitet 
hat, ist an sich klar. Uaa Pluszeichen gebraucht man in der 
Theorie der Aequi pol lenzen stets im Sinne von Moebius (Kap. i 
§ 9); sind in einem Dreieck AB, BC, CA die drd Seiten, so ist 
stets 

AB aeqp. AC+ CB, BC aeqp. BA + AC, CA aeqp. CB + BA. 
Es sei nun die Aequipollenz anzugeben, welche der Gleichung der 
Ellipae in gewöhnlichen rechtwinkligen Coordinaten entspricht. 
Versteht man unter OA nnd OB die Halbaxe einer Ellipse*), unter 
OM einen beliebigen Fahrstrahl ans dem Fig. 27. 

Centrum, so wird im Allgemeinen jede 
Aequipollenz von der Form 38) 
OMfit<\'^.xOA+yOB 
eine Curve repräaentiron, und ea bedarf 
nur noch einer Festsetzung betreffe der 
Parameter x und y, um den Charakter 
der Curve zu.fixiren. Da für den Spezialfall eines Kreises OM = 
OA^ OB <= r und die Aequipollenz dieses letzteren also 

r aeqp. xr + yr 
werden muss, so ist ea gestattet, j; = oos(, y = sin( zn setzen. 
Aus der Aequipollenz der Ellipse 

OM aeqp. OA cos ( + OB ein ( 
folgt durch Differentiirung des Parameterat 




») In dein Original, welehes wir vor uns liegen haben, ist allge- 
meiner ein Paar coiijugirter DurchmesBOr statt dos Paares von Hauptaxoo 
angenommen; da jedoch die Formeln in beiden Fällen ziemlich die gleichen 
sind, 80 glaubten wir iUr unBere_ Zwecke mit letzteren austuieichen. 
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OT «eqp. OB cos t— OA sin /, 
wo OT nach dem ans ObigCD heTVorgehendeD Begriffe dei^ geome- 
trischen Differenz leicht constrairt werden kann. 

Bellamtis seibat hat diese Betrachtungen anf die Hyperbel 
niflht aaagedehnt, wohl aber hat diese sein Uebereetzer Laisant 39) 
gethan. Es ist leicht einzusehen, dass die obige nrBprUngliche 
Aequipollenz 

GM aeqp. xOA + yOB 
iCuch die Hyperbel ansdrückt. Soll letztere gleichseitig sein, bo 
ist OA -= OB zu nehmen, und da die Gleichung der Cnrve dann 

x^—y"- — 0^4* 
wird, 80 darf a; ^ Sof (, y = ©in ( gesetzt werden. Die Aequi- 
pollenz einer willkürlichen, auf Ihre Hauptaxen bezogenen, Hyper- 
bel darf demnach durch 

OM aeqp. OA Sof ( -J- OB ©in (, 
eine vom Tangenäalpunkt M aus auf der BerOhrungsUnie abgetra- 
gene Strecke durch 

oraeqp. OA ©in (-f OB Sof r 
wiedergegeben werden. 

Laisant (a. a. 0.) fflgt noch eine hübsche Annendung dieser 
Relation auf ein Problem der Mechanik bei. Denken wir uns die 
Aequipollenz der Hyperbel zugleich als Repräsentantin eines ge- 
wissen Beweg au gsmodus, so können wir uns daraus, wie von Zai- 
«an(40) anderwärts gezeigt worden ist, Oeschwiudigkeit und Be- 
sehleunigung des Mobils, welches eben jener Bewegung unterworfen 
ist, leicht dadurch rerachaffen, dass wir die erstere Aequipollenz 
resp. einmal und zweimal nach dem Parameter differeutiiren. 
So findet sieh, unter OM, Oü^, OM" die bezüglichen kinematischen 
Begriffe verstanden, 

OM aeqp. DA go( ( + OB ©in (, 

OM' aeqp. OA ©in ( + OB Sof l, 

OM" aeqp. OA Eof ( + OB ©in t, 
also Offf aeqp. OM". Die Bewegung ist also diejenige eines von 
einem Ceutmm nach Verhältniss seines Abstaudes abgestosseneii 
Körpers, denn nur in diesem Falle, den die gewöhnliche analytische 
Mechanik durch die Gleichung 
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y »= fl (So^x + b &KX 
darBtelleo wBrde, ist die Äocelention y" = y. 

Von der Mechanik führt dnroh eine gewisse Eigenschaft der 
Hyperhelfiinktiouen hindurch wieder ein Weg zar Qeometrie larBck. 
Fuhren wir die Bxponentialgröaaen «in, so können wir der die 
Bewegung bestimmenden Aequipollenz auch die folgende Oestalt 
geben: 

OM aeqp 1 OKtf + i 0^, e-*; 
unsere Carre kann sonach als Reanltante zweier geradliniger Be- 
wegungen angeaehen werden, welche in der Richtung der Asymp- 
toten vor sich geben. Da dsa Produkt 

4 OKtf.i OKie-* = i OK. OKx 
von dem Parameter t nnabh&ngig ist, so folgert man, daaa iUb 
Produkt der Coordinaten eines Punktes conatant lat, sobald mui 
die Asymptoten zu Axen genommen hat 

Es mag noch auf die Analogie hingewiesen werden, welche 
iwiaohen diesen Parametern, auf deren Diakussion die Eigenthäm- 
lichkeit des AequipoltenzeDealculs beruht, nud den frQber stndirten 
Anomalieen obwaltet. 

§ 14. Berechnung einer hyperbolisclien Kometeo- 
bahn. Die theoretische Astronomie macht bekanntlich die Bestim- 
mung einer Planetenbahn abhängig von der Lösung dee berOhmten 
££/>/A''8chen Problemes, eine Halbellipse durch eine von irgend einem 
Punkt der grossen Ase ausgehende Gerade in einem vorgegebenen 
VerhAltniBse eu theilen. Die analytische Behandlung fuhrt un- 
schwer zu der transscendenten Oleichung 
sin p + «p ^6, 
deren explieite AnnOaung Kepler „propter arcns et ainits hetero- 
geneiam" 41) mit Rech^fllr nnthnalicb erklärt liatte. Eine ähnliche 
Au^be kommt nun anch bei der Bestimmung der hyperboliBchen 
Bahn gewisser Kometen vor. Hier gelten nach (rOUff 42) die 
Formeln 

u — if-' , */ 
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*■ *' 

«®m z — z -=-,, 

r eo8 » =- & (Sof e — Eof z), 
r ain t; = ft ©in e Sin 2, log b = 0,6021. 

Fttr den Fall, daas £ sehr klein ist, darf man die DifferenB 

VBinz — z) behafs Eraielung einer ersten Äsnäberang rernachläs- 

sigen, und da 

eSinz — 2 — (c — 1) ©in^ + Sinz— z 

ist, so kann man fßr'e Erste setzen 

(e— l)®i«2=^. 
b* 
Der hierane entnommene erste Werth des Argumentes z wird so- 
dann nach dem bekannten Verfahren der Regula falsi solange 
corrigirt, bis man den erwünschten Grad der Approximation er- 
reicht hat. 

In dem voa Gaust aelttst (a. a. 0.) sur UliiDtration seiner 
Vorschrift berechneten Beispiele ist 

log -4= 0,14815— 1, log e = 0,10102, 

e—1 -=0,2619. 
Man hat also 

log©ini = 0,14816 — 1—0,41814+1 =0,73001 — 1. 
Gebt man mit diesem Werthe in die Fortfaeiiti Tabelle ein, so 
findet man als zumeist angenähertes Argument der Tafel 

z = 0^139973. 
Da 2 < &tn z, *) so ist dasselbe au gross, doch kann es aar £in- 
leitQBg des Verfahrens dienen. Durch Probiren gelingt es, den 
Werth 

2 = 0,4686029 
ta finden; jetzt wird 

®tn z = 0,4748482 



*) Abgesehen von Anderem ergiebt sieb diese Ungleicbhelt sobon 
H der Reiben ent Wickelung des Kap. 111 g 4: 
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und somit 

e ©in z—z => 0,5992006—0,4586029. 
Die Differenz 0,1405977 ist von num iog (0,14815— 1) = 0,1405630 
erst in der fünften UecimalHtelle verschieden, und so mag denn 
jener Werth von z als die gesuchte reelle Wurzel anserer trans- 
Bcendenten Gleichung gelten. 

Die weitere Berechnung des tfaufs'schen Beispieles stellt sich 
jetzt so: 

e = 1,2619, log eo(z = 0,0441532, Kof z = 1,107015, 

j—Eofz = 0,154885, 

l/e*— 1 = 0,769646, 

log r + log coB» = 0,142861+0,6021—1 = 0,744951—1, 

log r + log sin t- = 0,588392 + 0,602 1 — 2 + 0,6765648 

= 0^867047-1. 

Durch Subtraktion folgt hieraus 

log tang V — 0,122096, V = 52« 56' 5". 
Hieraus folgt dann weiter 

logr = 0,867047—1—9,90205 + 10 = 0,964997—1. 
Damit siuä die in erster Linie gesuchten Grössen v nnd r be- 
stimmt. Die hier verwendeten Beieichnungen dürften In Folge 
der ausgezeichneten Stellnag, welche Gauss' Werk Aber die Be- 
wegung der Himmelskörper einnimmt, wohl als bekannt augesehen 
werden, indeaa möge zur leichteren Orientirung darauf hinge- 
wiesen, dass e die Excentricität, k eine ftlr unser Sonnensystem 
cbarakteriatische Constante, t die Zeit, während welcher der 
Sektor u beschrieben wird, bedeutet 

§ 15. Anwendung auf die Theorie der ellipt. Funk- 
tionen. Zur Vereinfachung der zahlreichen TransformationeD, 
welche in der Lehre von den elliptischen Funktionen, sowie in den 
praktischen Anwendungen dieser Theorie vorkommen, tragen die 
Hyperbelfunktionen nicht selten bei. Kine Reibe solcher Fälle soll 
in diesem nnd in den nächstfolgenden Paragraphen zur Besprechnng 
kommen. Den Uebergang finden wir leicht, indem wir an das 
soeben behandelte JKepler'aehe Problem auknilpfen und im An- 
schluss an die den astrono mischen Rechnern wohlbekannte Ab- 
handlung von Gyld^ii) jenes auf die elliptischen Funktionen 
zurückfahren. Wir werden in möglichster AusfUhrliehkeit diese 
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sobODea UDlersnchongen hier wiedergeben, da bereits die Ein- 
leitung sa denBelbea für die im vorigen ParagrapbeB behandelte 
Stellung der Eyperbelfanktionen sla eines wichtigen analytischen 
Httlfemittela beieiehnend iet. 

Motsottiib) scheint enerat wahrgenommen zn haben, dass ftlr 
die nach dem Abvfon'scben Geeete sich richtende Centralbewegnng 
Kreis- and Hyperbelfanktionen von ganz derselben Bedeutung sind. 
Veretebt man unter t die Zeit, welche der umlanfende Körper 
brancht, um vom Anfangstermin bis zn jenem Punkt zu komnen, 
welchem der FahrstraU r zngeliOrt, unter e die Exoentrioitit, 
unter k eine Constante, so ist, wie Mch unmittelbar auB den Diffe- 
rentialgleichungen der Bewegung ergiebt, unter a die .groiM 
Halbaze Terstauden, 

rdr 

/ + CODBt.= ~ 






Je nachdem nun die Trajektorie eine BItipse oder Hyperbel, ist 
e ^ 1, a ^ r. Wir setzen, diesen taeaden UCglichkeiten ent- 
sprechend, 

1 ^ e cos £, 1 = e Cuf e 

und finden so, da 

l/i— «opE = i®ttte, 
du einemal 

* + Const = 1/- / (1 — # cos e) de. 



f + Const = Y — -/(l—cEofe) ds. 

Eine letzte Answerthnng führt zn den beiden reellen Bchluss' 
formein 






(« — e sin«), 



Die Hfilftgrflsse £ ist geometrisch leieht zu deuten; sie fBhrt den 
Namen exeentrische Anomalie. 

CiUaUiai, bjrpsrbol FuiUuioiieu, 15 



D,g,t,.,.d.i. Google 



226 Anwend. d. Hyperbelfankt. a. Geometrie ii. mtith. PbTsik. § 1&. 

Dieselbe Usst sich mit d^r tvahren Anomalie /*, dem xm Brenn- 
pankt TOD Fahratrahl und giosaer Axe eingesohlosaenen Winkel^ 
leicht in Beziehung setzen. Ans dem Dreieck, welches die grosse 
Axe, der Brennstrahl Und der vom anderen Brennpunkt der Ellipse 
nach dem betrachteten UmüangspaDkt gezogene RsdioBvdUor bilden, 
folgt, da letzterer — ia — r sein anuafi, 

(2a~r)* -= r» + 4o^e' + 4acr eoB/, 
er cos/"« a (1 — «^) — r. 
Setat mui den liierans zn entnehmenden Wertfa von r in die 
oben fQr die KlUpse gefnndene Gleichung ein und differentürt 
dieselbe, ao abersengt man eich leicht, dasa selbe, wenn n eine 
nene comtante OrÜBse — deren Entstehung aus den früheren 
Conatanten aber in die Angen springt — bedeutet, folgender- 
massen geschrieben werden kann; " 

ndt = (1— e^* ,. ^"^ ^. • 
(H-eco8/)S 

Aadererieita lässt sich zwischen f and e anch eme rein geome- 
trisch« Relation ansmltteln: 



-l/l^ 



tangl«™^/ j-j-^tangi/. 

Diese Oleiohnng aber ist es, von welcher Gyldm 46) ansgeht, um 
den üebergang to den elliptischen Funktionen zu finden. Be- 
trftchtet man das elliptisohe Integral erster Art 
dy 



fv^ 



so ist if die sogenannte AmplUude dieses I ntegrales, i/'= amu. 
Za jedem Modul, der hier gleleh I / ■■ ist, existirt ein comple- 
mmtärtr JäoAii, dessen Qnadrat das des ersteren zu- 1 «rgAnzt; 
der Werth desselben ist hier 



l/-l¥7 = l/^- 



Unter der einer bestimmten Amplitade zngetheilten Coamplituik 
.versteht man die dem elliptisclien Integral entsprechende obere 
Qrenze, wenn unter dem Integralzeichen der eomplemeaUn Modul 
steht Da nnn nach einem bekannten Satze in uaseiem Falle 



kann man, da der Modal k hier ^ 1/ -— - — ist, sofort schreiben 
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^/ 1 — e sin am u cos eoam u 
1+e 008 am tt ain coam u 
sein mnBB, bo ist offenbar 

ooam« = 90" — le. 
AuB der obigen a, r, e nnd f verbiDdenden Oieichaog folgt weiter 

i/^=1/.-t¥,-'a. 

Erinnert man sich der flbliohen Schreibweise 

Jarou — l/l — A'sin^y, y = am«, 

Die drei trigonometriicb-elliptischen Gmndfunktionen sin am, 
cos am, Jtm sind somit dargestellt durch: 

ainunu =^ ainif, cos am u — oosi/", Jamw = 1/ 

Jene nnserer fraber aufgestellten Gleichungen, doroh welche sich 
ndt als FonktioD von e und f aasdrttckte, nimmt jetzt diese Ge- 
stalt an: 

nat = i ^^^^^ -(Jan,«)» 

Setzt man den complementftren Hodnl = hf and zieht die oben 
eruirte Coamplitnde za Hfllfe, so kann man hierfür auch sehreiben: 

ndt= , . ,., (-2 1 du = , . ,,„ M coam u)' du. 

Der Uebergang von Jcoam(u,A) ed sin coam vollzieht sich leicht; 
es ist nfimiich, wenn man vom reellen zam Imaginären Argument 
übergeht nnd k" einfuhrt, 

J coam (u, /c) ^ sin coam (tu, k"). 
Zugleich geht ^e Fandamen talgleichang 

tang i E = ^/|^ tang V = *' tang V 

in nachstehende fiber: 

tang am u =- i sio am (tu, A'). 
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Fflr diese beiden letzten OleichuDgen Bind nun gewiaae bereite 
von Jacobiil) aa^ett«llte Reihenentwickelnogen ftnaaergt brauch- 
. bar. Setzt man die rolistlndigen Integrale 

r*" # ^ f*" i'p _ ^ 

ao wird D&ch jenen JacobpiKhea Formeln, wenn noch ^ an die 
Stelle von e ^ tritt,*) 

+ ._ 

Gylä^ verwendet nun die ans ^ap. III § 17 bekannte Reihe 
nnd veiterhin die Reihe 

«»'^-• + lT + lf + lT + - 

nm anf den rechten Seiten der beiden Qleichangen Reihen zu er- 
halten, die aaBBchlieBalicb nach Potenzen von -^^f resp. von u 
selber, fortlaufen. Die Integration der an einer gewissen Stelle 
abgebrochenen rasch convergirenden Reihe ist nicht schwierig, 
und man hat somit, was stets als eine der wichtigsten Aufgaben 
in der Lehre von den BahnbesÜmmungen galt, die Zeit t aof die 
wahre Anomalie /* enrilckgefahrt 



*) Die Uninkömmlichkeit, daas zuerat e für die Bxcentrioität, sodann 
aber fUi die Zahl 2,TS .. . gebraucht worden mosate, Hau sich nicht 
vermriden, wenn nicht eine mit der üblichen in Widersprach stehende 
Bezeichnung aar Anwendung kommen sollte. 
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Verb&ltniBaniKsaig einfacher als dieee Entwickelnng, welche 
übrigene nnr fDr eine den DnrchBchnittBwerth i erheblich flber- 
ateigende Excentricität von praktischer Bedentnng ist, geetaltet 
sich die Reduktion ( aaf die exoentrisohe Anamalie e. Setst man 

am p =3 i c, 
so ist, wie wir sahen, coam w == 90° — am v nnd 
Jtaavdv 



du = 



l/l — A'ctffl'amw 

Setst man diesen Werth des DifFerentialeB in der uns bekannten 
Gteicbang 

4 
ndl = ^ (J coam u)^ du 

ein,' ao wird nach einigen Umformungen 

ndl'~ 2JamfdD+ , , ,., d — ::— ■ 
1+*'' du 

Hier fOhrt dag Jacobheha Verfahren anf Reihen, welche nach 
den cykliachen Cosinns der geraden Maltipla von -^ fortschreiten. 
Wenn wir dem Gyld^'mhtn Verfahren vielleicht mehr Raam 
zngetheilt haben, als es sich mit nuseren sonst massgebenden 
Grnndsätsea vertragt, so wolle man eine Entschnldigung daflr 
darin finden, dasa die geistreiche Grundidee desselben wohl 
den Astronomen, kaum aber den Mathematikern anr Zeit be- 
kannt zn sein scheint. Welch' grosser Nntzen aas dieser Nene- 
rnng aber fttr die analytische Behandlung des A>p/^'schen 
Problemes erwächst, möge aus den Schlnssworten des Autors 
selbst 46) ersehen werden. „Wendet man die in dem Vorher- 
gehenden entwickelte Theorie an, den Ort eines n&ch den Kepler'- 
schen Oeaetzen sich bewegenden Himmelskörpers zn berechnen, 
so sind u und v die QrSssen, anf deren Bestimmung daa Kepl^'- 
sche Problem jetzt eoncentrirt worden ist Die wahre und die 
ezcentrische Anomalie spielen dabei keine weitere Rolle als, Be- 
seichnungen fttr 2amu und 2amti zu sein; die Argumente u 
und V fuDgiren aber als die Veränderlichen, von welchen die 
Coordlnaten in der Ellipse als Fanküonen gedacht werden. Diese 
Funktionen haben wir schon oben angegeben, es hat aber keine 
Schwierigkeit, die Formen zn vervielfältigen, unter denen die- 
selben darstellbar sind, was für gewisse Zwecke von Nutzen sein 
kann. Namentlich wäre der Darstellung als gebrochene Pnnk- 
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tionen vermittelBt Anwendung der 6 ReiheD eu gedenken. In 
Folge dieser Bedentnag von u und f wire es yielleicht nicht nn- 
zweekmllBug, dieselben dnroh besondere NMmen zn bezeichnen. 
E>B würde alsdann, wie mir scheint, der Name elliptische Anomalie 
nicht ganz nnpaBsend sein, and zwar wttrde ich u die ellipltgche 
Anomalie erster Gattung und v die ellipliscke Anomalie zweiter 
Gattung zu aeunen geneig;t sein." 

Eine Ausdelinnng der Gyldön'achaTi Methode anf die Gentntl- 
bewegang in der Hyperbel steht znr Zeit noch an*. Allein nach 
den ErfahruDgeu, welche wir Über das alternirende Verhalten der 
beiden Hanptarten einfachperiodiBcher Funktionen bereits gesammelt 
haben, dürfen wir ungeschent behaapten, dass bei der Reihenent- 
wickelnng tob / entweder die' liyperboliscben Cosinos der Multipla 
der mit einer Gonstanten maltiplicirten hyperbolischen Anomalie 
zweiter Gattang oder aber die cykllachen Sinns der Hnltipla der 
natttrlich ebenfalls mit einer Constanten behafteten hyperbolischen 
Anomalie erater Gattung auftreten werden. Wir schliessen diess 
aus dem Umstände, dass für die elliptischen Anomalieen erster 
und zweiter Qattnng gerade das Umgekehrte beobachtet worden ist 

§ 16. Fortsetzung. Analytisch-geometrische Anwen- 
dungen. Dass die Bogenlänge der Ellipse durch ein daher so genann- 
tes elliptisclues Integral ausgedrückt wird, ist bekannt. Kiepert je- 
doch hat anch noch eine andere Gruppe von Onrven anfgefiinden, 
welche diese Eigenschaft mit der Ellipse gemein haben 49). Er 
schreibt die Gleichung einer solchen Gurre in der Form 

4 cos a: = («"— e-') ((f — <r-*), 
wofür wir kürzer schreiben kOnnen: 

eosa; = Sine ©inj/. 
Natürlich mnss, damit diese JSleichang Gültigkeit habe, 
@inc®inv=l, ©inc^Eofecy sein. Hier ist 



dx ©in c Uof y \/coii.^x + ©in'c 

Somit findet sich die BogenlAnge 



'=/y/^^-=/i/^ 



rin'x+cos'g+gin^c 



Da l + €tn*c — • CEof^c, so ergiebt sich schliesslich der knneitt 
«n&ehe Aoadmek 



ForttetKnng. ABU.-geon]. Anvendnngeii, 









l/l — ©«»CBin^i 



— F{x, ©ecc). 



IHesa ist aber das bekannte Legendr^izhe lotegral erster Art mit 
dem Hodal @ecc. 

L&sst man in obiger Gleichung die ConBt&ote c, die sodann 
z beiBaen mdge, ebenfalls TftTifreii, so erbält man 

cos 3! = ©iny @inz 
als Gleichung einer Fläche, deren KrümmangaliDieD ebenfalls eine 
bemerkenswerthe Eigenschaft besitzen. Die Erttramungslinie einer 
Fläche ist bekanntlich die Enveloppe der Hauptscbnitte, und ana- 
geschnitten wird dieselbe darch eine Flache, deren Gleichung, 
wenn 

F^. F{x,y, z) =-0 
diejenige der urapr anglichen ist, dnrch 60) 
^ ZF ZF hF 
ix 3y 3« 

gl/' eif ^ s*F ^ — 

dx dy dz 
gegeben wird. In nnserem Falle haben wir 

— sina: — ©öfvSinz — ©inj/ Kofz 
— moixdx — -^my^inzäy — ©iny@itizdz =«0. 
dx dy dz 

Reebnet man ans und bemerkt, daga die Unterdetermiiiaate von 
( — ein x) sieh annullirt, so wird die Gleichung der Erttmmnngslinie 
(fa:(@tny Eofy @in*zrfz — ©in^y ©inz <S,9\zdy) = 
coBXdx((So\y ©inzdr — ®my <lo\ z dy). 
Vereinigt man weiter die mit dy and dz behafteten Glieder, 
so wird 

dy Sin y dof z — = dz ffioT y ©in z, 
dy =« Eotangy Iflnfl z dz 
ÜB einfachere Gleichung, deren Integration nicht schwer f%Ilt 
Da nämlich 
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/ dy Sin y 



/ 



loTiT"'"*'^"''' 



ist, ao erhalteD wir, nnter logSinm eine TillkUrliche ConBUnte 
TerBtaodea, 

log Sof 1/ -i- log Sin m «= l<%Sofz, 
Sofz = ©tnm ffiofi/. 
Die Analogie dieser Oleicbnng mit deijetrigen, von welcher wir 
atuigi engen, ist Uberraachend; gleichseitig leuchtet ein, dM« aneh 
bei dieser Carve die Rektifikation »of elUptiaebe Xi^grale führt. 
Jene Fläche, mit deien Krtimmnngslinien wir ans soeben 
beschAftigten, ist eine sogenannt MinimoUfläche, d. h. eine FUchq, 
welche fflr gewisse — von Gauss 51) erstmalig vorgezeichnete — 
Begrenzungabedingungen einen kleineren Flächeninhalt besitzt, als 
eine beliebige zwischen denselben Grenzen aoagespuinte Fläche. 
Kiepert 62) hat die Theorie der Miaimalflächen einer nenen sjate- 
mafjschen Beti'achtung unterzogen nnd dabei die ana der bewnssten 
Anwendung des durch die Hype rbelfnnktio neu dargebotenen ana- 
lytischen Apparates entflieaaendeu Vortheile voll ausgenützt. So 
ergiebt sich z, B. für eine lou Ermeper bZ) aufgefundene Flächen- 
Bchaar die Gleichung {b variabler Parameter} 



wo k, k' nnd h durch die Relationen 

AS + A'»— 1, h = %kkf 
an einander gekntlpft sind. In dieser Form stellt die Gleichung 
nicht allein die bereita vordeni erkannte reelle Periode, sondern 
auch die beiden imaginären Perioden ungeaucht vor Augen. 

Die Gleichung der von Scherk, Plateau und van der Mem- 
brughe stndirten Ulnimalfläcfae lautet jetzt einfach: 

©ina: @itty + 2 = 0. 
Auch in der von Schwarz 54) gegebenen Liste von Minimalflädien 
gewinnen viele Individuen bei EinfQhriing von Hyperbelfunktionen 
mne übersichtlichere Gleichung. Die ^'cA^rAr'ache Fläohe wird 
alldort auf ein von dem gewöhnlichen Coordinatensyatem ver- 
Bchiedenet bezogen, und ihre Gleichung sieht dann ao aus: 
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die Oleicbang 

tsog {x coBc) tang (y aina) = Iftltfl f j 

der 5cAerAr'BcheD FlächenBcbaar geht, wenn « ^ t» in jene Aber. 
Von einer weiteren MioimumSttche, der durcb die Oleichnng 

x^ + t/i = f&o\^z 
repräaentirten Rötntionaä&cbe der Eettenlinie, ist ebenfalla an jenem 
Orte die Rede.*) 

§ 17. Fortsetzung. NnmerUcfae Berecbnungen. 
Die elliptiBchen Funktionen kdnnen als unendliche Produkte dar- 
^Btellt werden, deren Faktoren gewiase Hjperbelfunktionen Bind. 
Um wenigstens eine Andeutung betreffs der Herleitung deiv be- 
zttgliehen Sätze zo geben, diene Folgendes, wobei wir dem von 
Burege betretenen Wege folgen. Bestimmt man^ die frtthere Be- 
deutung der Buchstaben <p, k, k" als beibehalten voraosgesetet, die 
Grössen Ao and 9>e nittelst der Oleicbungen 

*« 1+A" 



n (291 — 9a) -= ^0 Bin 9toi 



*) Da dieses analytlicbe Objekt es ist, welohes an der Anfstellnng 
der bereits im I. Kapitel {% 8) namhaft gemachten transscendenten Glei- 
chung 

Sotang b — b 
gefHhrt hat, so mögen hier eine Worte über diese, bereits Ton Puisewx 
nnd Schwarz behandelte, GleiahnnK am Platze sein. Wir geben der- 
selben die Form 

logEoft— logStnft — log& = 
und finden, da 

log 60t 2— log Sin 2— log 2 — 0,6148807—1 
kleiner als Knll, dagegen 

log S4 1— log 6in 1 — log I = 0,1182764 > 
ist, dasB b jedenfaUs iwlschen 2 und 1 Hegt. Da nnn der Regel vom 
falschen Satze znfolge zwischen zwei Werthen b, nnd bi deren harmoni- 
sches Mittel 

2b, b, 

jedenfallB einen weiteren Näherangswerth abgiebt, so erhalten wir, Indem 
wir zDslichBt 61 = 1 , bt=2 und weiterhin immer wieder (3 gleich dem 
zwdtTorigen, hingegen b, gleich dem znvor erhaltenen NShemngawerthe 
setzen, eine Reihe von Approximationen. Der genaue Werth, welchem 
man sich anf diese Welse in dem Sinne nlUiert, dau auf einen etwas 
zn grossen ein etwas zu kleiner nnSohter Brach folgt nnd umgekehrt, 
wird von forfl56) zu 1,1996, von Schwarz iü) %a 1,1996766 angegeben. 
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80 besteht zwiechen g), k, tp^, and k^ noch die weitere, gewAhnlieh 
als Zaru/enVhe Transfornatioi beieicbnetß, Geichang 67): 






Unter f nnd JT, wie früher die beiden TolUtindigen Integrale 
veretehend dürfen wir 68) 



Betzeo. AuB der obigen BedingaDgagleichniig fOr 9^ ist jetst ge- 
worden 

Bin (2?), — «p\ = k sin 91, 
wofttr auch geschrieben werden kann: 

ACyt,*,) 

Da nun sin ip = ain am (u, A') ist, so folgt ana der Vereinigang 
zweier der letzten Gleichungen 



sto 91 » - 



Bin am 
»lBaiD(a,A) = (l + Ä',) 



Aam(g«,ft,) 



Indem man non den im ZShler stehenden «n am in gleicher Weise 
behandelt nnd dieas Verfahren ohne Ende sich fortgesetst denkt, 
gelangt man schlieBBlich zn folgender Formel 69): 

Hin am (u, k) =^ 



(1 + k',) (1 +*',)> {1 + A-s)« (1 + *'<)* . 



"ai" 



X sin am -z^ (Si"— m) Bin am -=; (ii"— tt) Bin am T^ (ejS"— u) . . 

Der Modnl 1 ermöglicht es nnn, von den elliptischen za Cayle^» 
als Gudermann'ic^it bezeichneten, d, b. eben zn den Hyperbel- 
fonktionen ttbereagehen. Da nämlich 

g« ^— o» 

BiDam(a>, 1) -=-— ^^-- — 'Xxa^to 

e" + e 

ist, Bo wird nnmittfllbar 



D,g,i,.,.d.:, Google 



§ 11. Fortsettnng. NoioeriBohe Berecboangea, 235 

.,.™[/^(2*i:+.),l]-I.n»('^+^) 
...„[5|.,.*^-.),.]-I«n8(^-^). 

Das in der ersten Zeil« ateliende nnendtidie Produkt convergirt 
gegen eine endliche Grenze, deren Bestimninng ebenfalls mög- 
lich ietfiO)) und [D»n findet so die wichtige üelation 
nnam(u, k) — • 

Dieser Entwickelnng für Bin am lissen eich analoge fflr die beiden 
llbi^en Ornndfunktionen znr Seite »teilen; es ergebt gich 
coBam(u, k) = ^ 

J am (u, A) «= 



^^'l■ 



f,M-^[{A-i)Ä'-«lM^,[(»+i)i'+«l 



Wir fahren nach Forti Ewei Beispiele an, welche geeignet sind, 
die Verwendbarkeit solcher Relationen für den nnmeriBchen Caloul 
in helles Licht zu setzen. 

Beispiel I. Es sei 61) u -> 0,1, /: = sin 67' 80', gesucht int 
Bin am (0,1; sin 67'>30')- 
Die in Legmdre't berOhmtem Hauptwerke 63) gegebenen Tafein 
ermfigUchen ea, 

iog^ — 0,6642361, log"^ = 0,9829778—2, 

~ = 4,6166840, ^ — 0,0961663 

nnverzflglich zn erhalten. Was aodann das obige Produkt aua 
anendlich vielen Faktoren anbetrefft, so ist sowohl 

^ + ^ = 9.3879243, 
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als such 



ein ftnsseret grosser hyperbolischer Doppelscktor, dessen Tangente 
von der Einheit BOBach nnr sehr wenig abweichen bann; ein 
Gleiches wird um so mehr von den folgenden Qliedem dea Pro- 
dnktes gelten, wenn k die Werthe S, 3, 4, 6 . . . annimmt Et 
resnltirt demgemflgs bereits eine ziemlicji grosse Genanigkeit, wenn 
wir uns mit dem ersten Faktor der gansen Folge begnBgen, n&d 
es wird in diesem Falle 



sin an = ~tt Zm^--jp lanfl 4,7118403 long 4,6195277. 
Uann hat man das Schema: 

"* log a:anfl0,0961653-= 0,9818420—2 
+ log 201184,7118403 = 0,99992fl7— 1 
+ log IflBfl 4,5195277 = (^999896«—! 

— I log Ar = 0,9828077—1 

log sin am -= 0^9986509-2 

Bin am (0, 1 ; sin 67*30') = 0,09968984. 

Beispiel 11. Die Kraft F, mit welcher zwei elektrisch 
geladene Kngeln von den Halbmessern R and Rf nad vom Geotral- 
abstand 6 einander antiehen oder abstossen, je nachdem beiden 
Oberflttehen nngleiehnamige oder gleichnamige ElektricitU sokommt, 
ist gegeben dnrch den AaadraekfiS) 

r xi.i^.ir> v" <£otong « — (aft + 1) gptaitfl (2A + 1 ) c 
j, = nc -^-c-^^- ©in{2A + l)« 

, . 'V^ go tangg— 2A gDtanfl2Jta 

Hier sind folgende Bezeichonngen massgebend. E und £" bedeQt«n 
die Mengen iVeier ElektriciUtt, ferner ist 

a = ^l/(Ä»+Ä^— <P)»— 4Ä'Ä'*, 



A'OO^Ic 



7ia 



Forteetznng. Nnmeriscfae BereehnaiigeD. 



711=^ ^ (Softe (A(o + ß), 
-= — a y. (EofccAa>, j*!! "^ « ^^ ttofec(Äo> — a), 



k=i 



h^] 



_i \r-nrii\ 



\rii7-ii\' " ß\E' £ \' " /)| A' £-1 
Anch fUr die Äbleitang dieser KeUtionen Btnd die eUiptiechen 
FnofctioDeD massgebeod geweeeu, iudess können wir aof die Ab- 
leitung, als zu weitfflhrend, nicht näher eiagebon and verweisen 
' fttr dieselbe auf die bekannte Behandlung des elektrostatischen 
Potentialea bei BetHGi). 

Forti (a. a. 0.) rechnet nun diese Formel für den Spezialfall 
■ Ä = Ä'=16"", <J = 40™, af'=—a, y,, — 7-», ra = 2« 
TollstJIndig durch. Zuerst ist 

Es fragt sich zanächBt, bis zu welcher Grenze in den obigen 
Summen der durchlaufende Bachstabe A sich erstrecken dürfe; 
a priori lisBt sieb dieBS nicht entscheiden, Tielmebr mosa die 
Rechnung so weit geführt werden, bis man für das hyperbolische 
Ai^ment ha einen Werth gefunden, welchen man für hiniangllcli 
gross erachtet. 
Ans 

log a = 1,1216190, log Ä =- 1,1760913 
folgt BucceBBive 

log ©in a = 0,9404277— 

log Sin2« = 0,3713966, 

logSmSa —0,7315481, 

log ©in 4« = 1,0799117, 

log ®tn 5a ^ 1,42S9317 , 

log Sine« = 1,7714766, 

log ®tn 7a = 2,1169234 , 

log ®tti 8a — 2,6000000, 
bei 8a, einem grossen DoMfolsektor, aoü stehen geblieben werden. 
Die biiher bereehueten Werthe von &iama dienen nun zur Be- 
rechnung der SekantenBnmmen ; man hat:*) 

*) log(iiSofec3a)iBt hei -Forti unrichtig angegeben. Bbenso findet 
sich ein Dinckfehler S. 182, Z. 10 v. u. 



I, = 0,7953656; 
2a = 1,5907310; 
3a =. 
4« = 3,1814620; 
6« «= 3,9768»76; 
6a = 4,7721930; 
7a = 5,5676685 
= 6,3629240: 
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loga— logSilt « = 1,1760913, a®ofec o = 15,0000000; 

log a— log Sin 2a = 0,7501225, a6ofecaa= 6,6250000; 

logo— log ©in 3a = 0,3899709, tt(Eojec3a= 2,4645446; 

loga— log Sin4a — 0,0416073, aEoiee4a = 1,1006438; 

logffl— log ©in6a = 0,6955873—1, attofecäa = 0,4961207; 

loga — log ©in 6a — 0,3500434 — 1, a^o\K6a — 0,2238945; 

loga— log ©in 7a = 0,0045956 — 1, a(Jof«7a = 0,1010638; 

loga~log®in8a = 0,6216190— 1, a<S.o]tcBa= 0,0418330. 

Dk nou dem obigen zufolge 

rii '^7n = o(ttofeco + ®o[«':3« + (So(ec5a + (5i>f«7a+. . ->, 

Yii — — a(MK2a + Kijf«4a + «0f«fi« + '2^»f«8"+ • ■ ■) 

Ut, so kAnnen wir jetzt die Reihen i-eep. bei Sofec 7a und Sofec 8a 

abbrechen und finden durcli unmittelbare AddiUon: 

/]i = Yii = 18,0517291, Yti = —6,9912713, 

D — rA— /.'s = 276,9870491, 

e = 0,06517ni:+0,0263404 E", c" = 0,0661717 E'+ 0,0253604ä: 

Da ferner die unendlichen Reihen die Hauptformel jetst in endliche 

verwandelt sind, eo Ut 

F = 

i Ufttaxtga — SgotanflSa Cptanfla — 6gi)tawg5g i 

ifc' + C*)' ®"^" ®'"^ l 

I Cotanaa— 7gotanfl7a j 

I "*■ ©in 7a I 

I gptttitga — 2Cotailfl2a ffiotonga — 4CDtQnfl4q t 
©in 2a ©in 4a I 

Sotanfl« — egotanfl e« CotoMfla — 8Cotana6a (' 
©in 6a ©in 8a / 

Diinh snccessirsB Ijogarithmiren und Deh^farithmireu eriialten wir 
die Werthe: 

logEDtmtfl a — 0,1795110, Cotong «=1,6118680; 
Log (£oias% 2a = 0,0360888, seotonfl 3a » 3,1739964; 
log eotOBfi 3a = 0,0073500, SCstmtg 3a =»> »,0513037; 
log Hottaiiia — 0,0014979, 4Catatts4a ~ 4,0138800; 
log Sotonfi 6a — 0,0003062, dSvtotlfl 6a => 6,0036160; 
log Sotang 6a — 0,0000682, «Sotmtg 6a — 6,0006592; 
log Sotong 7a — 0,0000126, 7 eotong 7a -= 7,0000000; 
log ttotangSa = 0,0000012, SCotonfl 8a — 8,0000000. 
Durch SobstitatiOD dieser Zahlgrössen t>ekommt man 
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/* = i (c* + C'} (1^393457 Kofec 3a+ 3,4916570 £[)(« 6a + 

5,4881420 Sofec 7a) + i c c' (0,6614374 Uofec 2a + 
2,5019620 @:oJec 4(t + 4,48900 1 2 £o[ec 6« + 6,4881420 Sof 8«) 
oder, weitar ausgereclinet, 

F 1 (c* + c'äj (0,2866197 + 0,1309483 + 0,0410278) 

+ icc' (0,2812499 + 0,2081464 + 0,0769766 + 0,0205173), 
f -= — i (ßi + c'*) . 0,4584958 + ic</. 0,5868892. 
par£=+l, £' = —1 wird c = 0,0399313, c' = —0,0399313 
uod 

/"=— 0,0000335; 
für £ = i" = + 1 wird c = c' = 0,0904121 und 

F = 0,0005206. 

Bezeichnet in&ii diejenigen anter Bäumtlichen Punkten beider 

KugeloberfläcUen, welche die absolut kleinste Entfernung von 

einander besitzen, mit Jff and X, so gelten die S&tze65): 

Elektr. Dichtigkeit in ^ = 

Jaml— ,A| 
laektr. Dichtigkeit \a A= — Tp" ®«>*^ ^ -■■ 



ih^) 



V.-SH 




l + e ■" 



Zar numeriBcbeo Bereohanng der bier rorkonunenden Produkte 
und Quotienten elliptiBober Fnndamentalfnnküoneu dienen wiederum 
die im Ging&ng dieses Paragraphen angegebenen unendlichen 
Faktorenfolgen; das Detul des Calculs nnterscheidet sich nicht 
Tun jenem in den beiden von nns bisher betrachteten Fällen. 

§ 18. Anwendung der Hf perbetfanktionen auf trana- 
Bcendente Gurvea. Wir lassen nunmehr die Kegelschnitte, so 
Hanehes anch TOn denselben noch zn berichten wäre, bei Seite nnd 
venden ans anderen Cnrren zu, bei deren Diskussion, insbesondere 
venu es sich um die Rektifikation oder um die Scbwerpnnkts- 
beatimmung für den Bogen handelt, die Hyperbelfiiuktionen sich 
nutzbar machen können. Einige an sich minder wichtige Beispiele 
sind in diesem Paragraphen zssammengoBteUt. 



D,g,i,.,.d.:, Google 



240 Anwend. d. Hyperbelfonkt m. Geometrie u. mKtta. Phjiik. § 18. 

Bereits im Anfang dieeeB Jabrhnnderta hat G. FUc!ier66) 
eine Reihe tod Aufgaben gelOat, durch welche die geometriachen 
Eigenaoluiften gewieser Cnrven erfoncht werden aoUen, welche 
dnreh eine Fnnktionalgleichiing von der Form (s Bogenllnge, 
X AbBcisae) 

F{x, s) — 
charakterisirt sind. Er kommt dabei vielfoch auf Winkel, die mit der 
imaginftren Einheit malÜplicirt sind, sowie aaf deren trigoso- 
metrieche Fanktionen. Mittelst der Hyperbelfanktionen vereinfachec 
wir FUcher'a Resultate betrÄchtlich. Es sei b, B. die Curve eu 
bestimmen, deren Bögen — von einem noch unbestimmten Punkt 
auf der X Äxe ans gerechnet — die Logarithmen der von einem 
gewissen Punkt aus gezählten Abscisaen sind. Aus 

^'/■«tr^ + dy» — loga; 
folgt durch Derivatioo 






x*^ 1 vorassgesetst, suhstitnire man Xongu für ^ 
fttr dx, dann ist 






~-, — . ffioi u . „. „ ■■ au = 



— yiong'urfw»= Xangu — « + Const 
Wollen wir die Gleichung im alten Systeme haben, so ist zunSchst 

y «= l/i^;fi — «tcStca; + Const 
Wäre der Ursprung des Sjratemes im DuroliBchnitt der Curve mit 
der ^-Axe gelegen, so wäre für z="0 auch ^ — > , Sic @ec 
^ Strc Sof oc = oc , und «in Qlelohes gälte für die Goaataute. 
Lassen wir dagegen den Anfangspunkt um die Einheit vom Durch- 
schnittapunkt nach der negativen Seite hin entfernt sein, u iit 
fttr v = jet»t x=l, arc®ttl = atc«Dfl = 0, Consta 
und somit 

y — l/l — «' — »K®«*; 
Andere HyperbeUunktionen treten auf bei LOanng der in- 



,..d:,i. Google 
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Versen Aufgabe: Uie Carve aDiagebeo, derea AbBeiesea gltich 
oder proportJoual d«D Logaritbrnea der zugehörigen BQgen sind. 

Aot' die RektifikatJoD der M-chimediecheo Spirgle bat snerst 
//oüe/67) die Hyperbelfnoktionen aDgew&udt. Die Oleicbaug die- 
ser Carve in PolarcoordiuateD r, >p ist, wenn a irgend eine Con- 
Btante, 

r — atp. 
Aas 

X = r cos f) , v ^ r sin 9> 
folgt 

äx = — r sin y d<p + rfr cös <p, dy ^reoa^dip + dr sin 9), 
\/dx'+dy^ ■=ds = l/dH+rM^, 
somit in anserem Falle 

» —«/^ 1/1+^ dp. 

Für 9> — @iii u wird bierans 

» ^ Slrc ©in ^ 
s = a/^Sofiudw — ia/^{l +M2w) du = i|(w4-l®ni 2w). 

Den nua bekannten Bezieh» ngen zwiacbea hjrperboligeheD 
Argumenten und Logarithmen können wir eine andere Gestalt 
unserer Uleiobang entnehmen, nämlicb diese: 

s = la[tog {<p + 1/1+9)») + 9\/l+9^]- 

Ftlr die Logistik, deren Gleichung 

ist, fast Barsolti 68) die Bogenlänge und die Lage des Bogen- 
Bchwerpnuktes bestimmt Wie Bchoo in § S dieses Kapitels be- 
merkt, bedürfen wir, nm die Coordinaten g nnd ly'des fraglichen 
Punktes zn eruiren, der Gleichungen 

gs— j'xds, r}s=j'yds, 

Bofeni nAmlicb der Bogen im Ursprung des Systemes beginnen 
soll. Wir haben 
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Wir macbeu y\osa = ®in u und finden so, wenn wir mit A den 

16 



242 ADwend. d. Hrperbetfniikt. a. ßeunetne n. niatji. Pfayirik. § IS. 
Modul des «af der Buts a eoDutnirteo logmriUiBiiMheD SystenifB 

Ffir leUteres Integnl giebt Heit69) den Werth logXong!» 
±B. Verwandeln vir aber den Logu-ithrnnB in bekannter Wme 
in einen %rciiä, so gelangen wir in der von Bartotti angegebeneD 
FonneL Es ist ninlieh, wenn gesetat wird 

log (n + l/n* — 1) = log Iflog J u , 

lagfl'iu — 1 ^ Sin^juHgpf**" 1 _„, 

" "" 2lflnfliM aSiniiieoflK ©in«"" "'"'^ 

Qnd da weiter 

log(n + l/ii»— 1) = «tcCnfn, 
aoeh 

log long i u = Art Söi ( — ©« a) , 

woraus unmittelbar das Gesnefate entspringt 
Des Ferneren ist 

Durch partielle Integration getaugt man zn dem von Barsolli in 
folgender Gestalt angegebenen Betnitate: 

IMeses letzte Integral ist aber kein anderes, als jenes, welche« 
wir in Kap. IV §8 als eine selbststAndige Traneacendente kennen 
gelernt and als hyperbolischen Integralainns dareh ®3 "7 beEeteh- 

net haben. Endlich findet sich, veno — == @inu wird, 
= if (y /iiH^ + ^' «tc Sin ^ - 
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§ 19. KIliptiBche nnd hyperttol lache Badllniun. 

80 ergiebt sich eudUch § = 

(y = a*') (y=i) 



x,—A-~2A^ 



A^+a 









§ 19. Die elliptisehen und hyperbolischen Radlinien. 
Um die Vereinfachung aller auf die Klasse der Badlinien bezüg- 
lichen analytisch -geometriBchen Betrachtungen hat sich Laisanl 
grosse Verdienste erworben. Wir geben im Folgenden das Wich- 
tigste auB Beinen einschlägigen Untersnch nagen 70). 

Ist (E^g. 28) der Mittelpunkt eines KreiseB, und sind in 
den Bndpunkten A 
und B eines Durch- 
mesBers Berührende 
an den Ereis gelegt, 
zu welchen OX pa- 
rallel iBt, so entsteht 
bekanntlich die g&- 
wöhnlicbe Cykloide, 
wenn der Pnnkt 
auf OJ' gleichförmig 

fortschreitet und der Kreis Belbst ebenfalls gleichfOnnig nm eine 
zur Papierebene senkrechte Axe rotirt, so dass immer nene Peripherie- 
punkte Berührungspunkte werden, nnd das Kreiscentrum bei jeder 
vollen Umdrehung nm eine der Peripherie gleiche Strecke in Beiaer 
geradlinigen Bahn fortrückt. Ist 0^ eine beliebige neue Lage 
dea Centrums, At Bi ein zu AB paralleler Dnrchmesser, 1^ die 
Lage, in welche nunmehr A gekommen ist, so iat Bogen A\M 
= 00,, und da Sektor ^,0,;y=i0.4.arc .Jidf, AA00i = i0A.O0,, 

S6ctor.4i0,*= /SAOOi. 
Bezeiclmet u den sogeuauuteu Walznuguwinkol AiO\M, d.h. den 
Uoppelsektor, welcher diesem Winkel im ISinheitskreise entspricht, 

Iß' 
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244 Anwend. d. Hyperbelfbnkt ». Qeumetrie a. auth. Pbraik § 19. 

uod r den EreisradinB, so ist, je nachdem man sich die Be- 
wegung im einen oder anderen Sinne vor sich gehend denkt, 
die Cykloide gegeben durch das eine oder andere Paar der nack- 
Btehenden Doppelgleichnngen : 

X =•= r(M + 8inM), y — r eosu, 

x^=r (m — sin w) , y "= r coa «- 
Durch filimination des Parameters folgt hierans die cartesische 
Gleichung 

a; ^ r arc coa - ± l/r* — y\ 

Je nach dem Vorzeichen hat man eine direkte Cykloide AM oder 
mne umgekehrte Oykloide AM', deren eine dorch das Rollen des 
Kreisea auf ^^1, die andere dnrch dessen Rollen anfj^^i erzen^ 
gedacht werden kann. Eigentlich, A. h. unter dem algebraisefaeii 
Gesichtspunkt, stellen aich beide Cnrveuformen nur ala eine einzige 
Gnrve dar; behält man aber die gesonderten Gleichungen bei, 
so kann man die E^igenschaften beider Zweige ebenfalls gesondert 
studires, z. B. zeigen, dass die Tangente in M durch Ai, die 
Tangente In M' durch Bi geht u. s. f. Wir können dieas hier 
nicht weiter verfolgen. Von Wichtigkeit aber ist es, dass nach 
Laisant die gleiche Art der Behandiang auch die Eigenschaften 
einer elliptischen Cykloide und einer hyperbolischen Cykloide zu 
erschli essen gestattet. 

In Fig. 29 verh&lt sich Alles genau so, wie in der vorigen, 
Fig. 29. 
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nur dass an die Stelle der Kreise zwei Ellipsen getreten sind, 
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deren groeee nad kleior Halbasen bezfl^licti gleich sind. *) A, B, 
At, ßi sind die Endpunkte der groeBen Äsen, OA = OB ^ Oj^g 
= OiB, sei = r. Ferner sei fUr eine, der gegebenen ähnliche, 
sonst aber willkürlich gewählte, Einheitsellipse das Produkt der 
Halbaxen gleich der Einheit angeDommen, wodurch, da die Wahl 
der letzteren ja vOllig in unserem Belieben steht, der Allgemein- 
heit kein Eintrag geschieht; die grosso Aze jener Einheitscorve 
sei o. Alsdann gilt wieder wie oben: 

EIL Sektor ^,0,^V= AAOOi. . 
Bezeichnen wir nunmehr mit u den Doppelsektor, welcher unserem 
äektQT A,0,M iu der Einheitsellipse entspricht, so ist**) 

Ml' t^ ar cosM, OP = - sinw, -^ — = --., 00% = -?. 

und folglich, dem Bewegangsainne entsprechend, 

f" / . , 
X = — j (M±Binu), y = r aoau. 

Die Gleichnng im rechtwinkligen Systeme ist somit 

Äddirt man die Gleichungen der beiden Aeste, so findet man die 

Gleichnng 

a'^x y a^x 

^ 2 arc oos — , y -= r cos — r — • 

r r' ir 

Diesa ist die Gleichnng einer Cosinnslinie, welche, das Wort in 
verallgemeinerter Bedeutung gefasst, den Durchmesser der von 



*) Es besteht allerdings, sobald wir die obige Definition der Cyk- 
loide zu Grunde legen, iuBufem ein UnterBchied, als bei dem Kreise 
der die Cnrve beschreibende Funkte mit ersterem fest verbunden ist, 
wählend im zweHeo Falle der eraeugeude Punkt den Umfang der Ellipse 
uach einem beatiramten Gesetze durchlaufend zu denken ist. Will mau 
absolute Analogie herstellen , so kann man sagen : Eine Mittelpnnkts- 
curve zweiter Ordnung wiril in ihrer Ebene so verschobeo, dass alle 
Punkte parallele Gerade beschreiben; wenn dann zugleich ein bestimmter 
Oentralsektor einem bestimmten Dreieck gleich bleibt, so wird durch 
den auf der Curve sich bewegenden Punkt die entsprechende Radiinie 
beschrieben. 

♦') Wir verweisen wegen dieser Formeln, deren Ableitung an sieh 
freilich nicht schwer bSlt, doch noch auf die ausftihrliohe Darstellung 
des achten Kapitels. 
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246 Anweud. d. Hyperbt-Ifunkt. a. (JeoDtetrie u. niath. Physik, g 10. 

den beideD Zweigen unserer Cykioide gebildeten Cnrvc bildet, 
d. b. alle tni ^-Aze parallelen Sebnen halbirt 

Man constatirt leicht die Analogie, welcbe zwiseben dieBcn 
Gleichangen nnd jenen der gemeinen Radlinie bestebt Die ellip- 
ÜBcbe Oykloide ist nicbts anderes als eine Projektion jener, and 
da Ewischen den beiden Zweigen der ersteren Identität beetebt, 
80 ktinnen aach die Aeste der elliptdachen Cykioide zur gegen- 
seitigen Deckung gebracbt werden. 

Laisanni) Usat nun weiter eine gleiobaeitige Hyperbel an 

Stelle des Kreises, resp. der Ellipse, treten. (Fig. 30) Bei 

Fig. 30. 




deren Hittelpnnkt, AB = ir die grosse Ase, welche zugleich la 
Anfang der Bewegnng mit der Ordinatenaxe zusammenfalle. Die 
Hyperbel rollt auf einer der AbscisseDase parallelen Geraden, und 
der eben nach dem betrachteten Punkt zeigende Kadinsvektor, 
welciier arsprUnglicb die' Richtung OA hatte, dreht sieb, während 
jene abrollt, gleichmässig so am den Hittelpunkt, dass stets 

Hyp. Sektor .4,0t jtf= AÄOOi -= AO,A,A 
bleibt 

Je nachdem also wieder der Drehsinn ein verBchiedener 'n% 
erbalten wir zwei Cnrven als geometrische Oerter des Panktee M- 
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Für eiue jede dnzelno Lage der vollenrieij Hyperbel existijeii 
zwei der nämlichen Ordinate entsprechende and zuBanimengehörige 
Momeutaalitgen M und M'. 

Die ParameterdarBtellung fflr beide Cnrven ist 
X = r(u±@inw), y = r ©ufw, 
die cartesische Gleichung 

« — r 8trc ffiof- ± \/y^—r^. 

Beide Zweige sind unbegrenzt und congment und liegen ihrer 
ganzen Ausdehnung nach auf der einen Seite der Direktrix AA\, 
Die hier als Durchmesser figurirende Ourve von der Glelchnng 

wird uns im nächsten Paragraphen noch eingehend beachäftigen. 
Insoferne die gleichseitige Hyperbel das imaginäre Gegenbild 
des Ereiaea iat, mflssen fOr einen imaginären Wälzungswinkel ui 
die Geichungcn der Radlinie sofort in jene der gleichseitig-hyper- 
bolischen Cykloide ttbergehen. Tbatsächlich hat man dann nach 
Kap. III § 4 

X = r{ui±^ sini«), y = r cosui, 
-T = r(uT'Bmu), y = r 6o(w, 

oder da, wie man schon frflh erkannt hatte (Kap. I § 4), das X 
des Kreises und das xi der gleichseitigen Hyperbel identisch sind, 
woferne, wie hier, die imaginäre Axe der Hyperbel auf die ^-Axe 
fällt, in der obigen Form 

X = r(M^@inK), y = r SofM. 
Der Richtnngscoefficient einer Tangente resp. für Arm AM und 
AM" ist 

^ ®ffl" , I / y -Fr 

di~ l±®öfü ■" ^ K y±r' 
Hieraas folgt, daas die Tangente in y¥ durch ^i und die Tangente 
in M" durch £] geht, ganz wie wir es auch liei der gewöhnlichen 
Cykloide fanden. Da 

@tnM Sinw @in'« ^ 

1 + Sof M " \—to\u ~ — @m% "° 
iat, 30 bilden die beiden Ber Uhrungslinien einen rechten Winkel 
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mit csnuider, und tbr SebBit^ankl ti liegt xaX einem Ktvibc, 
desKn DiMueter die reeDe Axe der roUesden HTpeibel iat. 
Ffir die KrtmmimgafaalbmeflBer in M und .IT findet nun 

alM 

p1 1 A— >• ^, 

P K y + r dr 

Ve^f^^wkrtigt mmn neb dieee BeUtion, so gelangt man aof 
ktnerem ak dem von Laitant eingeachlagenen Wege an der von 
ibm gefundenen geometrischen Bedeutung diese« QuotJenten: 
_ p^ ^ Ä^M Ayh 

it Byif "■ ByD 

Der Krammnngskreis des Armes AM ist im Pnnbt A arinem In- 
halte nach gleidi IGr'jr, der des Arme« Al^ im gleiebeu Punkt 
gleich Null, d. h. der Corvenarm bat in diesem Punkt einen Bfici- 
kehrpunkt 

IMe Cunre iat rektifikabeL Denn da 

\<lxl y\r' "^ y—T 
Eo ist für die beiden Anne AM und Alf reep. 

V y— r ^' V jf + r 

Bechnet man die L&Dgeo vom Punkt A ans bis resp. zam Punkt 
Xi , y,; .r*, , y', , so wird 

'' - v^[l/^ + ^-«« m(^^^ + l)-.2+«.,S.f3]. 
Setzen wir 

so erhalten wir ans Obigem 

« = ^(w+Sin«), i'-^-{@ut«'-w'-©i«« + «). 
Wird Vi — y", -= r, so wird auch ti — t/ -= 0, und 
. + *'- 
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Gnnz ebenso wie sich zur g;ovö Im liehen clir elliptische Cykliude 
Terhilt, verhAlt aicli zur gleichBeitif-hyperbolischea Cykloide die 
hyperhoUsche Cykloide schlechtweg. Eioe aiiafdhTÜche Betrachtnng 
derselben ist äemgemaaB nicht mehr noth wendig, vidmehr sind 
wir im Staode, ihre Eigenschaften durch blosse Analogie abzaleitcn, 
gerade so, wie ans drei bekannten Gliedern einer Proportion das 
vierte ganz von Bell>er folgt. Behalten wir den vorigen Erzengangs- 
modns bei ond bezeichnen mit a nnd — die Halbaxen einer der 
gegebenen ähnlichen Einbeitsbyperbel, mit r die reelle Halbaxe 
der gegebenen, so hat man 

X ■= -j (tt jhStittt), y ^=r So(m, 
und als Gleichung der hyperbolischen Cykloide; 
X = -^(atc Eot^ ± A-^'yS — r»). 

Alles Weitere ist leicht indnktorisch zo erhalten. 

§ 20. Die Kettenlinie und ihre Evolote. Ihre eigent- 
lichen Triumphe feiern die Hyperbelfunktionen bei den verschie- 
denen Eettencurven. Wir wenden nns zun&chst der gewöhn- 
lichen Kettenlinie zu, welche durch einen dünnen homogenen 
Faden gebildet wird, der an zwei Punkten befestigt ist. Die 
Gleichung derselben gewinnt man 72) folgen dermassen. 

Hat man einen Faden von der Lfinge «,■ welcher der Ein- 
wirkung irgendwelcher Kräfte unterworfen ist, so wirken längs 
der an die Endpunkte eines Curvenelementes gelegten Tangenten 
die Spannungen, welche für ein bestimmtes Element als gleich 
betrachtet und mit T bezeichnet werden dtlifen, und ausserdem 
ii^eudwetche beliebige Kräfte Jids, Yds, Zds. Die Hecfaantk be- 
weist, dass alsdann das Gleichgewicht durch nachstehende Glei- 
chungen bedingt ist: 

in unserem Falle haben wir es auasehliesslich mit den parallelen 
Schwerkräften zu tbnn; die Gnrve liegt in der durch die Be- 
festigungspunkte bestimmten Vertikalebene, und, wenn wir also 
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diese zur J'i^- Ebene nehmeD, so f%IU die dritte Oleiehan^ gänz- 
lich weg, und es ist X= 0, K= — t, unter e das Gewicht 
der Längeneinheit Terstanden. Somit haben wir jetzt die Diffe- 
rentialgleichungen 

dieselben lassen sich integriren und geben, wenn C nnd C wiil- 
klirliche Conatauten sind, 



dp 
IKfferentüren 

<£r CV ^\dx) ' äx C^^^P • 
log ip + \/ l+p') = ^x + a. 
Wir setien \og{p +|/H-/j*) =■ 2ttc ©in/i nnd haben also 

Mk ©inp «y^Ä+a, ~ =- ©inf-^x+a). 
Durch abermalige Integration wird endlich 



l,_|lSj(0x+«) + a'. 



So kdnnen wir es weiter dahin bringen, daae die Gleichung die 
einfachere Form annimmt: 

liier bedeutet T die im tiefsten Pnnkt der Cnrve herrschende 
Spannung. Iaistait73,), dem wir anch hier folgen, hat bemerkt, 
dasB es tat die Disknsuon vSlIlg irrelevant ist, welchen Werth ^ 



nnd erhalten als einfachste Gleichung diese: 
y = Uo( X. 

*) QeometrlBch ist damit nur gesagt, dass der Anfangspunkt des 
Systemes aaf der Symmetrieaxe der Cnrve nicht wlUkUilich, sondern so 
gelegen Ist, dsss sein Abstand von der znr X-Aze paralleien Cvrver- 
tangenie (der Parameter) der Einheit gleich Ist. 
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Kette ocorven. 



Die im Punkt y, , 
GleichnDg 



die Ciirvfi g<^legte Tangente hat die 



y — yi -= Bmx{x—jri) = l/y''^— 1 (x—Xi). 
Ist s ein vom tielsten Punkt bis zum Punkt Xi , i/i der Curve 
gerechneter Bogen derselben, fio ist 

J^' ds =/^' \/d^+dy^ = 

J^' l/fte^ + Sin^a: dx^ = J^' ©oj xdx = ®iti Xi = l/i/*— 1- 

Somit ist 

Diess läsBt eine hübsche geometrische Interpretation zu. Ist 
(Fig. 31) der Mittelpunkt des von uns gewählten Axensystemes ÄOf, 
C der tiefste Punkt, , Fig- 31- 

und ist in M, einem 
beliebigen Paukt der 
Cnrve, an diese zugleich 
eine Tangente nnd eine 
Normale gelegt, so pro- 
jicire mananademFuss- 
pnnkt P fder Ordinate 
die letztere auf die eine 
wie andere der beiden 
Linien; MT and MR 
aeien die beiden Pro- 
jektionen. Dann ist, 
wenn Z_ TMP = arc lang p 




MT = y coa y ^ y - 



- gesetzt 



»ird, 



die Projektion der Ordinate auf die Tangente ist gleich der Bogen- 
länge; ferner ist 

TP= MR = Vy'^—MT^ — l/y*— a^ = 1, 
d. h. die Projektion der Ordinate auf die Normale ist gleich dem 
Parameter OC. In dem Bestehen diesöv eleganten Beziehungen 
liegt der Vortheil des von uns gewählten Cooidiuateneystemes, 
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Der Flucti enrflnin des gemiachtliDigen Viereckes OCMP in 
voriger Figur ist 

Bobin ist Viereck OCMP = Rechteck MTPR. 

FQr dcD Badine des KrttmmaDgkreises hat man, da y' ^ @tnx, 
Sf" — (Sofa;, 



Derselbe ist aleo abBoInt gleich der bia zum Darchscbnitl mit 
der AbscisBenaxe geiiommetien Normale MA, bat jedoch da» eut- 
gegengesetsto Zeichen; auch ist er proportional dem Qnadiat der 
Ordinate. 

Bezeichnen S nnd H die Scbverpnnktacoordinaten ftr du 
Trape« OCMP, so ist 



1 'C^''^ 



1 x+%mx(&o\x 



rKofa; 1 / x , „ , \ 1 /x , \ 



Jxydx 
Jydx 



©ina; 

In intereBsanter Weise und ohne jedwede Rechnung leitet Lmm\i 
(a. a- 0.) die Scbwerpnnktscoordinaten g, 17 für den Bogen aaa 
jenen für die Fläche her. Sein Baisonuement ist folgendes. In- 
soferne die MasBzahl fflr den Bogen CM ganz die gleiche iBt, 
wie fUr das FlächenstOck OCMP, werden die Elementarmoment« 
mit Bezug auf die F-Axe in beiden Fallen die nämlichen flein, 
und in Bezug anf die X-km werden sie nur insoweit differiren, 
als der Hebelarm verdoppelt werden muss. Hat diese Beine Kcb- 
tigkeit, so ist 
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Einige andere, mehr nach der mechanischen Seite bemerkens- 
verthe, Lehrsätze über die E&tenoide fuhren wir nach Roggatz 74) 
an. Da 

©ina:=-2®in|a:D[| 

ist, Bo haben vir: Gehören den Punkten M und Mi der Cnrve 
solche ÄbscisBen OP und OPi zn, dass OP^ = 20P ist, so ist 
(b. d. vorige Figur) 

Bogen CMi = 2 Bogen CM. PM. 

Andererseits ist 

also ^ 

PiMi -= f;lf'+ (Bogen CM)\ 
Dnrch Addition ergiebt eich 

(PM+ Bogen CM)^ — PiMi + Bogen CM,. 
Die Spanunng für einen beliebigen Punkt der Curve ist ferner 
nnaeren einleitenden statischen Bemerkungen zufolge gleich ty, 
im tie&teu Pnnkt gleich e; demnach ist die Summe der Spannungen 
im Punkt Mi und in C (Normalspannnng) gleich 

«/ + 6 — e (M a; + 1) = 2e Scf* | = 2 -^^ — j^^- < 

oder in Worten: 

Liegen zwei Punkte M und M, auf der Kettenlinie so, dass 
die Abscisae OP des ersteren halb so gross ist, als die Abscisse 
OPi des letzteres, so ist die Summe der Spannung im liefst«» 
Pnnkt und in M, gleich dem doppelten Quadrat der Spannung 
in Mi dividirt durch die Normalspannnng. Da aber auch 

Ey—s = E (gof X— 1) = 2£ ©Üt^ I = 2 -^ p=^ 

ist, so hat man als Seitensttlok zum vorigen Satze: 

Die Differenz der Spannung in J/i gegenüber der Normal- 
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Bpannnng ist gleich dem doppelten Qnadrat ans dem Oeviclite 
des BogeoB CM, wiederum dividirt durch die NormalBpanniing. — 

Ehe wir von der Eettenlioie selbst Abschied nehmen, wollen 
wir noch von ihrer Evolute einige Worte spreehen, welche nnteT 
dem Namen der T^aktorie auch als selbstsUndige Cnrve Be&ch- 
tang gefunden hat*) Aus unserer Figur schliessen wir, dass, 
weil Mr= MC, der geometrische Ort von T eben die gesDChCe 
Cnrve ist. Ihre Tangente TP ist stets dem Parameter OC gleich. 

DrOekt man durch x^, y,, die Coordinaten von T aus, so ist 

1 s l/y^— 1 
Vo " -1 ^ -" X = x— ' - 

y y y 

Die Gleichung der Eettenlioie giebt uns die Mittel an die Hiad, 
X und y ans diesen beiden Gleidtnngen zu eliminiren; thun wir 
es, so wird die Gleichung der Traktorie 

Xf = ätc Kof — — l/l — yl . 
i/o 
Als Differentialgleichung sieht dieselbe so ans: 
dxj, ^ \/l-yl 
äyo Vo 

Zudem hat man 

rf^_^ . ^^0. <to _^ rfy ^ _ rfj: __ y' __ I 

y ' s ' ds,t dx^ dyn s y^V^i-^o 

Ana 



*) Wir bringen fOr das Oesohichtlicfae betreffs dieser intereBSStitCD 
krummen Linie Nacbstehendea ans Kästner Ih) bei: .PerratUl legte 
seine Tasolienuhr und ein Lioial auf einen llscli, führte eine bestimmte 
Stelle des Uhrbandes am Liniale fort, so besolirieb der unterste Theil 
des tiehituses der Uhr auf dem Tische eine krumme Linie, deren Tangente 
immer von gleicher Länge bleibt, sie ist nachgehends von dieser Be- 
schreibung durch ;ciehen, tractoria genannt worden. Leibniz eraähit 
diese Darstellung, Act. Er. 1693. Sept. Viel, Schriftsteller fiber die Bech- 
nung des Unendlichen erwähnen sie und ihren Gebrauch hei Differential- 
gleichungen, loh nenne hie nur Jo. PoUni Epist. mathematicar. fasciculuB 
Pat. 1728. wo von ihr in 2ween Briefen an Jacob Herrmann geredet 
wird." Das Gemeinsame zwischen dieser und unserer anscheinend ba 
abweichenden Eneugungswdse Hegt offenbv in Aer oonstanten Via%t 
der bis SU einer festen (reraden gereohueten Berührnngalinie. 
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folgt die Bogeolänge 

So = log y + CoDst. = log h Const = log — • 

Vd !/u 

Desgleichen ist 

e*o = y _ (Jofa:, e*« = (5o( r« + ©in So = Soja:. 
Pttr die FUche COpr ist 

y^Vo ^11 = J ]/^~-yi ät/a , 
fflr ^0 ^ cos 9> also 

y ^1 — yl dt/a = J cob'o) dai = ä («> + Bin «> . cob «>) ^ 

y« ffo !,„ 

- — arcsiuyo — Vn l/l — yÖ • 

Die ganze anendlich eracheiaende Fläche iwiachen der Cnrve 
and der ihr als Asymptote dienenden X-k\% iBt gleich dem 
VierteUkreis GOF*) 

Das Flächenstttck CMT=a, welches von den Bögen CM 
und CT der Eatenoide and der Troktorie, sowie von der Tan- 
gente MT eingeschloBSen ist, Iftsst sieb ebenfalls nnBchwer er- 
mitteln. Hau bat nämlich 

y y' s*+i 

worana dnrch Integration folgt 

ö ^ i (s — arc lang s). 
Die geometrisohe Dentnng liegt nahe, sobald wir nm den Fnas- 
pnnkt P als Gentium den Kreisbogen TH beschreiben. Nnn ist 
MTP=\s, m'P= if^vat&ngs, o = MTP—HTP, MTC= MTH, 
mit anderen Worten: 

Das gemischtlinige Viereck MCTH wird dnroh die Diagonale 
MT in zwei gleiche Theile zerlegt 

§ 21. Eettencnrven von anderem Bildungsgesetz. 
Es lüast sich vermnthen, dass die verschiedenen Kettencnrven, 

*) Der in's Unendliche eich eiBtreckende Asymptotenraum erweist 
sich also thataächlich ale eine endliche Qrnwe. Dag Nämliche findet 
bei der unter dem Nsmen des fuliam Oarteaii bekannten Curve vierter 
Ordnung statt, wogegen bakanntlich der flir den ansaeren Anschein wenig 
vetscliiedene Asymptotenranm der Hyperbel auch wirUioh unendlich ist. 
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256 Anwend. d. Hyperbelfunkt. a. Geometrie n. maÜi. Physik. § II. 

ftncb wenn das Gesetz ihrer Bildung ein minder einfaches ist, in 
der tieatalt ihrer Gteiehnng eine gewisse Analogie mit Jener der 
gemeinen Eatenoide aufweisen werden. Nacliatehend einige Bei- 
spiele. 

L Bin schwerer Faden, dessen Dichtigkeit in jedem einielnen 
Punkt der Quadratwurzel ans dem von ilun his zum tiefsten Pnnkl 
reichenden Bogen proportional ist, hat folgende Gleicbgewichu- 
ciirve76): 

Die Einffthrnng des Parameters 

3; + 2^ 



gestattet es, obige Gleichnng in die zwei folgenden zn trennen: 
I — (Joftt ©in«— «, ^+/^ ^M"- 

Durch Herstellung des Differentialqnotienten finden wir 
dx 
du — *••*"•- ou" 
sonush h»t die im Punkt x, y an die Curve gelegte Berahrende 
den KcbtnngscoefBcienten 



-= a^ ®iB»w, 3- ■= 2^ ®inw. 



Die FUohe ist bestimmt durch 
fxdy — iß^fflolu ©tn'udw = äg^@in»«= (^'+4^) _. 
Was die Bektifikatiou anlangt, so ist 
fds = ß/®m2udu, s = ß @in*u+Const. = xr^^^j+CoMt 

Da ferner 

, _. „' dSinw du Sofw 

y-em«, y -—-^ ^~2ß®mu 
ist, so hat man als ErUmmungsradius 

Da dieser Werth fttr x c^ sich el>enfalls annullirt, ao bat die 
Curve im Urspmng einen HQck kehrpaukt 
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^ 21. KettBDcorTeti. 357 

IL Wrd eine elutisohe Saite, deren P&rameter — ist, wa 
mg 
ihren beiden KndpnukteD aufgehangen, so luammt >ie Bich77) 
Dach einer Corre, deren Oleichimg durch Elimination von p ans 
den beiden Qleichungen 

«' — P + l/l+pS mffV—vYl+p* + iXT^p^ 

EU finden ist Ueu Parameter ^ i und p ^ Sin u aetzend fin- 
den wir 

P + l/l+P* = ©in u + «of u = c*, 
a: — u + A@inu, y = Sof u + U Sof ^ u, 
wo A — Ar ist 

Dnrch Differeutürung finden wir 
äx = (l+kiio\u)du, dy — @ut«{H-Attofu)«iM, ^ = Sin«; 
s — y'|/i + ®in»M (1 + * Sof u) da + Conat = 
y + ©iJiii (l + 1 «o[ «) + CoMfc 

Die Linie liat eraiclitlich die F-Axe für SymmetnelJnie, und man 
Icauu sofort fur jeden einem gegebauen Atgnmentwerth entsprechen- 
den Punkt die Lage der Tangente und die Bogenlänge, von der 
K-Axe aus gerechnet, finden. 
Ua y* — StBu und 

" l+k(ij)\u 

so iat der Krammangaradioa 

Im tie&ten Punkt wird u = 0, Q^l+k. FUr jene Flache, 
welche durch die Punkte u = 0, u =^ u bestimmt iat> haben wir 
den Ausdruck 

y*a:<^ — y*(u + it @iBw)(l-h*(5o[M)®illM 
=- y* {« + Ae" + U» ©in 2u) du 

= w(aofB+*-ai)f2w— |)-^@iB«(y©in*«-^-^Cl)fK— iV 

UL Unter den verricliiedeuen Üewölbliuicn ist diejenige die 
wichtigste, fOr deren simmtliche Punkte die Beanspruchung der 

UUiitli«. bj|iijrb«i, Kuukitoiien. [7 
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25& Anwend. d. Hyperbelfunkt *. Geomerrie n. miith. Physik, g 21. 

Festigkeit ■ des Materiales ein nnd dieselbe igt Ligotvski hat 
diesen Theil des Gewölbebaa's nach Hagen präcis, and zugleich 
mit' ZiiiriehMiig der Hyperbeirnnktlonen , abgehandelt 78). 8ei CNA 
(Pi^. 32) die Htttellfnie des Drnckea, CK die Absciaflen-, Sä die 
Fig. 32. 




Ordinatenaxe, c die Stärke des ßogenB In C, p die Stärke des 
BogenR in dem Funkt N,, depi«ii Coordinmtea x nnd y sind, H die 
HorizontulspannaDg in C, T die Tsngeutialap&unung in JV, derea 
Kiehtung nrit der F-Äxe den Winkel (p bildet, P das Gesammtgewiclit 
des Bogens CjV und q die ßrnohfestigkeit *J des Banstoffes. Dann 
idt zuerst ' 



ff 



T-= ffsec? 



■=P.P«9^ 



- pds = 



Damit Gleichgewicht be^he, mnsa ,. 

P= H täng 9> == yc taug y 
sein. P und <p sind variable Grössen, die das Differentiiren ge- 
statteii; es ist > . > i 

■ ■'■■■■ 0/* = ^*p.Bec*9), ■ ' 

COB^ CDS* 9) 

Durch CompHCatloit lolgt iliierftoe, veBi luerst mit tos-fp weg- 
mnltipticirt ward, 

jcäy= jqcdip', ^=^ j^-^Const; 

■ *) WWH jedst elaaeino QuereeltTiitt d^ GewilFbbogpiis einen Prai'k- 
zn erleiden hat,' welcher aach durch ein rrlama dea nämlichen Hliterialea 
von der Htfbe' g auflgeHbt wHrde, s» ist der Fall eingetretan, ««Icher 
der obipen Httpicfataiig .3u Qnuidt litigti . 
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§ il. Eattenoarvei). 

letztere igt offenbar = 0. Des Ferneren ist 

dx 

-j- ^ tang 9:, (ix w tang (pdy~ q tang ^ ä 

daroh Integration folgt hieraus 

x^ö-log- 



Dnd hieraus 



C0891 



« = c 



1 — eoe^y , ain^y 



CO« 9 



5 

1 "»?> . , . 

=" i . am v> ^ I Sin O) taue q>. 

ooay r 01- 

nDiese hiJohBt ^fachen AnedrSeke, welche die Fonn der Dmok- 
linie bezeielineD, enthritea keine andere Gonetante als q oder die 
Festigkeit des Hateriales nitd und gane imabhängig von der 
Stärke des Bogens and Beinem Oewiohte," 

Die Rektlökaäou ist leicht eu beweilistelligen. Denn d* 
pds ^'= Ktfpdt/ Dd«T 48 1^ q sB0 9'<f9) ist, so hat man 

Setzen wir dieaen nna wohl bekannten Lognritlunna ^ u, ao igt 



Sini + Sol^ — t«ng^46» + |). 

— ®in- + M- — oet»n(;,U6' + |j, 

©in- = i Ung(4fi» + |Wcotang[46»+|]l, 

Uni J — 4 rt«ng U6» + |j + cotnng (46« + 1)1 • 

Ung U5" + *j - eotmg U6» + 1 j 

ci>»(90« + i») , «iptl ... _ 
.inC90H!P)~"i^ """ 
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260 Aiiwend. d. Hyperbelfankt. a. ()<'ouiotrifl n. ointh. Physik. § Tl. 
ist, SO reanltirt lam Seblnss 

®ht - -" taug <p. 
Wir hätten diese ReUtion ohne Reehanag Mich darch die Ueber- 
l^nug finden kennen, daaii iu anserer Mheren Terminologie - 
den gemeinaamen Winkel u, ^ den tranucendenten Winkel t 
vorstellt, und das alsdann @inu — tangr ist, wissen wir ans 
Kap. 111 § 8. 

Ligowski zeigt 79), dass auch dann in der Qleichnng der 
WSlbnngslinie Hyperbelfnnktionen auftreten, wenn man anf den 
Druck der das QewOlbe belastenden Steinmassen Rflcksicht nimmt 
An dieser Stelle wUrde uns diese für die Technik wichtige Unter- 
Bucfanng zu weit fahren. Wir verlassen vielmehr jetzt das Gebiet 
der ebenen analytiaohea Geometrie, am aadi noch einen Blick 
aaE das der rSnmlioheu an werfen. . Zonächat sei von einige 
intereosanten Gurren doppelter KrflBmung die Rede. 

% 22. Ranmcnrven von doppelter Krümmung. 
In tbeilweiaer Besdirünknag, theilweiser Erweitemng einet von 
Cataltm9fi) ohne Beweis ao^fiatellten Saties kAoueu wir bebanptra, 
daas die von ihm als „hdlice catänoidiqae" bezeichnete Onrve als 
Projekt onsoorve auf die durch XY zu beaeiehnende Coordioaten- 
ebene eine gleichseitige HTperbel habe. Diese ihre S^enschaft 
entspringt unmittelbar ans einigen Giemen tarsätzen von den Hyper- 
belfnnhtionen. Die Gteichnngen derselben lassen sich mittelHt des 
Parameters t so darstellen (a eine Constante): 

woraus 

a^+y — äM*. a:— y = a@t«- 

folgi Um die fragliehe Projektioascurve zu erhalten, mnss hie- 
raus die Coordinate i eliminirt werden. Durch Subtraktion Godet 
man, nachdem zuvor jede der beiden Gleichungen in's Quadrat 
erhaben worden war,' 

(x + y)i—{x—y)^ — 4 (sop^ — ©in» j) = 4, 
xy=l. 
IMeas ist aber die Asymptotengleichnog einer gleichseitigen HyperbeL 
Der ebenen Cykloide, von welcher in § 20 so ausführlich 



A'OOglc 



§ 22. IteiiincurFcn. 261 

gehandelt w&rd, hat GudermmmSl) eine sphärische Cykloiäe zur 
Seite gestellt, deren Erzeugung keiner beBonderen Erklarnng mehr 
bedarf, sobald man daran denkt, dasa be! der Uebertragnng irgend 
einea ProblemeB ans der Planimetrie in die Sphärik die Tennini 
nOerada" und „Kreis" resp. durch „Hauptkreis" nnd kleiner 
Engelkreia" ersetzt werden mflaBen. 

Bezogen auf die in der ÄBtronomie üblichen Kngelcoordinaten 
oder auf das Boust bei Gudermami beliebte System, dessen Be- 
kanntschaft wir in § 11 dieses KajütelB machten, wtlr4e die 
61eichang der Cykloide eine ziemlich nnUberaichtlicbe Gestalt an- 
nehmen. Man wXhlt deshalb als Axe der x den als Direktrix 
dienenden gWtsaten Kreis und als Anfangspunkt der Zählung 
einen der Punkte des letzteren, in welchen der betrachtete Punkt 
des roUwden kleinen Eugelkreisea zugleich Tangenttalpnnkt war; 
nennt man weiter <p den Wältnngswinkel, so ist die sehr einfache 
Gleichung jetzt folgende: 



tang {(p Bin r — x) •= - 



coaV-f-önV cosip 
unter r den sphärischen Radius des kleinen Kreises verstanden. 
Dann hat man fQr die Geradstreckung 

s = 4 cos'r / — 5 h Const, 

/ COS^ T 

WO T ein vom Homentanoentrnm des Rollkrcises auf die Normale 
des die Carve beschreibenden Punktes gefälltes Perpeodikel be- 
zeichnet Betreffs der Integration verwdst Gudermarm auf seine 
Abhandfnng Aber die Fotenzialfnnktionen (Kap. I § 9); uns ver- 
'hilft, indem wir vom transscen deuten Winkel r zum gemeinsamen 
Winkel ü Übergehen, Kap. III § 8 sehr schnell zum Ziele. Denn 
es ist, wenn cosr =*©««, sin t »-=> Ximg u gesetet wird, 
rff @inw du du 

somit 

*= 4coa'ryCof*MdM-|-Con8t.>=2co8*r(M + ®tnM ei)fM)+Con8t. 
Zu r zurückkehrend erwägen wir gleichzeitig, dass die Bogen- 
länge dann flir r — verschwindet, wenn sie vom hdehsten 
Punkt der Curve aus gemessen wirdj dann ist also auch 
Conat. = und 
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262 Anweiid. tl. Hypurbclfniikr. s. GeumL-trie d. m;ith. PhyHik. g 22. 

s — 2coB*r(logtaiig(45'4-^T) + tangr sccf) 

= 2 cos» r flog taug (46» + i t) + -^V^V 

vie bei Cutferfnonn angegeben. 

Kine zweite traDRscendent« krnmme Linie anf der Kngel iat 
die sphärische JCeltenlinie. Wendet man bier die geographische 
Coordinatenbeatimninng an, setzt also die Länge eines Curven- 
pnnktes = X, dessen Breite ■= z, den Parameter = arc t&nga, so 
ist nach Gudermann 82) die Gleichung anserer Gnrve diese: 

tang X ^-^ a Sof — • 

Da M- ~ «of^' 
entgegengesetzten Werthen der geographischen Länge stets dieselbe 
geographische Breite; die Cnrve lAuft in zwei congruenten Zweigen 
von jenem Punkt aas nach beiden Seiten fort, ftlr welclien z •= 
arc tanga gleich dem Parameter ist nnd hat den Nnll-Heridian 
zur Symmetrielinie. Nimmt x folgeweise einen der Werthe 0, 
±x, ±2^, ±3w ... an, so liegt der hiein geb&rige Ordinalen- 
werth ffir beide Zweige im Meridian; beide Zweig« haben also 
unendlich viele Durch sehn ittspunkte mit einander und nähern sich 
gleichmäBsig, otine ihn je zu err^chen, ihrem gemeinschaftlichen 
Asymptotenpunkt, dem Pole des Aequators. Bezeichnet man mit 
*oi Z|> *j . ■ ■ die den obigen ausgeeeicbneten Werthen von x 
entsprechenden z — Coordinaten, so bat man 

tang^z, ™= affiof — 
nnd zugleich die Recursionsgleichnng 

tangz^t«— 2ee(- tang z^(-i + tang *, = 0. 
Hieraus lässt sich unmittelbar die Kettenbrucbentwickelnng 



abstrahiren. 

FQr die Bogenlänge erhalt man, wenn a — tanga gesetzt 
wird. 
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§ 23. Luxiwlruuitin unil HtlhunuurvetJ. 

/ ein z dz , -s , 
.. ... ■■ — ^ + Const 

Zur AüBwerthung dieses Intcgralos setzen wir 

C9iZ 

cos y ■» 1 

«OBä 



"> 



Soll da» Istegral iii z = a, x ^^ verschwinden, so ist Const =c 
za aehmen, und 

coB z =^ oofl j cos O *}i 
Denkt mxn sich von dem Punkt, in welchen. d«r Breitenkreis 
des Punktes x, z den Äequator trifft, auf die BpäriBche 'futgeute 
jenes Punktes ein Loth gelallt nnd das hiednrch HbgoBchnittcue 
Stttck der Tangente mit t bezeichnet, so hat man ein reclitwink- 
liges Dreieck, für welehes- 

eoB a 3= cos V cos z 
ist, denn es Iftsst sich leicht zeigen, dasB jenes Loth die Länge a 
liat. Die Vergleichnng ergiebt also ( = j, d. li. die Fnndamental- 
eigenBchaft der ebenen findet sich anch bei der spbärisclien Ecttcn- 
linie wieder vor. 

§ 33- Loxodromen und Höbencurven. Zu den bemer- 
kenswerthesten apbärischcn Corven gehört sowohl fljr den Theo- 
retiker als auch fQr den Praktiker die Loxoärome, eine um den 



*] Will man s dnrch x nnd fi ausdrucken, so hat man uns die 
Oleichang Ennäcbst 

cotfffi— cos'z 

"*~ C08*I 

und aus der Currengleichung 

cos'j = -■ 

I + taug' a 6of " - 

Setst man diesB oben ein, so wird 

tang' i = cos'« + cos^ a fang» a Ijof • - — I =t sin' ii<Sop -— I ) , 

tang ( ^ sin a Sm ~ ■ 
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264 Anwend, il, HypeTbrlftinlit. a. Grantetrlc n. math. Physik. 5 23. 

Pol in immer engeren Windun^n sich hefninlegende Linie, welche 
Bämmtliche von diesem Punkt aiW|;ehonde Meridiane anter gleichem 
Winkel durchgchneldet. Die Herleitnng ihrer Gleichung hat Gru- 
nerf 83) als Coneeqaenz Beiner Ätiffasiung der wahren Natnr des 
Infinitesimalen gegeben, and nun mnsa zageben, dasa diesra 
Beiapiel fflr seinen Zweck anch ein glflcklich gew&hltes iai 

Seien b, bi, l, l^ die geographischen Coordinaten zweier snf 
der Erde — vom Badins r — goldenen Punkte; der für die Bit 
verbindende Loxodrome charakteristische conetante Schnittwinkel 
sei Y- ^ir theilen die Breitendifferem in n gleiche Theile, thnn 
mit der Lftngendifferens anf den beiden dareh die Endpunkte be- 
stimmten Par&llelkreisen das Gleiche nnd betrachten jetst ein 
kleines sphärisches Dreieck FGN, d^sen Hypotenase ein Bogen 
der Loxodrome igt, wahrend die Katheten*) 

n n 

sind. Je grosser die ganze Zahl n ist, um so geringer wird der 
von ans begangene Fehler sein, wenn wir das obige Dreieck als ein 
ebenes recfatwinkligea Dreieck betrachten und somit ö/^ —■ /"ff con /, 
FH ■= FG aiay setzen. Besteht der lozodromische Bogen s, mit 
welchem wir es zn thnn haben, aas den n Stocken fi, ij...s», 
80 ist offenl^ar 

f(bi — b) — («I+ÄJ+ ... +«.)C0BJ' 

nnr dann eine strenge richtige Gleichung, wenn n nnendlich gross 

geworden ist Dann ist also geometrisch genau 

, , * rib,—b) 

Ol — ■= — cosy, i »= -—, 

r ' cos 7 

Es fragt sich nan, wie gross der Län genau tenicbied ausfällt Ver- 
steht man anter f^ + ^~^— ), wo k irgend eine ganse Zahl 

*) Selten wohl In der Geschichte der Wlssenechaft trifft man auf 
ein conseqnenteres Verkennen oder doch venlgstens UisBverstehen des 
InfiniteeimalbegriffeB , aU in den dorch die Loxodrome bervorgenifenen 
geometrischen und nautischen Problemen; inbesondere fehlte man lange 
Zeit darin, die einzelnen charakteristischen Dreiecke nicht blus als ähn- 
lich, sondern als oongraent r.u betrachten. Verf. dieses hat die Ent- 
wlckelang dieser Lehren in einer BelbstHtändieen Monographie 84) tie- 
handelt, anf welche anch Im Interesse des vorliegenden Paragraphen 
cu verweisen erlaubt sein mtJge. 
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g 23. Luxodrumen unil HlHieiiciirTnn. 26& 

vorstellt , die Breite des Punkte« F nnd versteht man weiter 
nnter F\Hi den durch FH beatinimten Aequatorbogeo, bo gilt be- 
k&nDtlicfa die Proportion 

FHiFiHi = C08(ft + *^^) : 1, 

woraus üch ei^ebt 

FH FG 8lp y 



FtHi — - 



'(»+*V) »■('+*M)' 



Setzt man itu FG == s deD vorhin gefDndenpD Wertfa ei», so wird 
6,-6 



und es ist somit durch Summstion der eiDsoloen PoBien der liueare 
Werth der auf dem Aequator abgemessenen Lftngendiffereiiz 



tsngyltm 



I +,.o|^J + („_i,?!r^»] ) 



Da nun leicht zu beweisen ist, dase 
l + Bin», 



log 

fr| — b\ cosft 
n 1 1 + sin 6 



l+8infr 
"^^.i.(l.+(»-l)^') 
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Änwend. d. UTperbelfonkt ». Geotnetrie n. math. Ph^Bik. 
log 
-b 



1 — «ht* . 



lim 



COB ( -^ 1 

- + . V » 7 , 



«0B(S + (n— l)^!-^j 



ist, Bo kann man mit Hinzunnhme der bekannten Relation 



l+ainy 1 — sin^) cosg) 
unmittelbar setzen: 

Setzt man durchweg 

1 + «In 9> ~ 1 ^ cofl (90»+ 9)) — 2 ""j Us« + ly, 

ao gewinnt man endlich fllr die Loxoilrome die beiden einfachen 
Gleichangen: 

bi — b "= — coty. 



h — / = taagj-log 



tang(46'>+i»i> 



* tang{46" + i!>) 
Der LogarlthmHB ist ein natQrlicher. 

Der erste Mathematiker, welcher die Verwendbarkeit der 
Hyperbelfan ktionen fHr die nnmerisehe Behandlung (iieser Formeln 
erkannte, war FortiSb). Derselbe schliesst seine Betrachtungen 
jedoch unmittelbar an die mercator'sche Abbildung des bezüglichen 
loxodromi sehen Dreieckes an, was an sich keineswegs nothwendig 
ist. Verstehen wir nämlich unter u, und u die zu den eyklischen 
Argumenten 6] und b als transsoendenten Winkeln gehörigen 
gemeinsamen Winkel, so sieht die letzte nnserer Gleichungen 
nunmehr so^aus: 

;, — / = tangy(w,— m). 
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§ 23. Loiodromen und HlShenüurven. %7 

Dass in der 'Hiat die Bereohnung der nnmeriBclien Element«/ rasch 
UDd pr&ciB erfolgen kQnne, lehrt folgendes 

Beispiel Ein Schiff ßlbrt von einem Punkt unter 40" nörd- 
licher Breite und 36" 40' westlicher Lftn^c unter einem Compase- 
striflh*) TOB 54° 15' gegeu Südost; welches sind die geogr^iiiscben 
Coordinaten des nach einer Fahrt von 224 Meilen erreichten Ortes. 
Hier ist b^ » 40° oder in absolutem M^BBse =~~^> Betzt man also 

nciiDu, dO ist nach der ersten OBserer 

Formeln 

log(6i — b) =«" log s+ log cos/ — logr 
= log 224 + log cos 54«16'— log 2700 + logÄ = 0,1826326—1, 

6|— = 0,1522764, & = ~ —0,1522764 = 0,5458453. 

Setzt man diesen Zahlwerth in BogenmaaBS um, su wird 

b «= 31« 16' 30". 
Nnnmebr bilden wir 

logUng*! = 0,9238136—1 = logSinwi, 
log tang b = 0,7834834— 1 -= log ©in u. 
Daraoe folgt 

«1=0,7629095, « = 0,5751703, Mi—k = 0,1877392. 
Dann ist nach der zweiten unserer Gleichangen 

logili—l) = log tangy + log(wi— w), 
/,—/= 0,2807860. 
Oiess giebt 14** 52' 36", sonach ist 

/«./, — 0,2807860 — 36"— 14» 52' 36" =21» 47' 24". 
Unsere Anordnung der Reehnnng gewährt offenbar den Vortbeil, 
von der Verwandlnng des natOriichen tn einen künstlichen Logarith- 
mnB, wie sie bei Forti gefordert wird, Umgang nehmen su kdnoen. 
Die Beschrftnknng anf die äphlLre bringt weeenUiche rechne- 
rische Vereinfachnogen nicht mit sich, vielmehr kann man unser 
Verfahren, was bisher noch nicht bemerkt worden zq sein scheint, 
sofort aach auf das abgeplattete Rotationsspharoid übertragen. 

*) CompaasBtrich oder Bhumbwinkel ist eben der mittelst der 
Bonssole gemeesene spitze Winkel, welchen die Schiffsriohtnng, gekenn- 
zeichnet durch die Ase der Compassnadel, mit dem die Nordsttdriohtnng 
rtprtaentlrenden Meridian cinscblioBat. 
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26S Aawenil. d. Hjpeibelfnnltt. s. Geomrtrip ii. mnth. Phydli. g 23. 

Nach Th. Schubert B6) besteht mr einen Khnmbwinkel / und fOr 
die Exoentricität e die folgende Oleichnng: 

^ tftng (45" + 4ft) ^ ^^ tHtig (46«+ 1£) J ' 
wo E| nnd e mit den Uns bekannten GrOasen dnrch die Relationen 

El -= aro Bin (c sin &,), e = arc 8in(# sin*) 
verkaUpft sn denken sind. Fllr € »^ geht die Formel wieder 
in die ans gelAnfige Hber. Wollen wir auf dem ErdeltipBoid räne 
loxodromiBche Rechnnng veranstalten, bo Betten wir 
tang 6 ^ ®itt u , tang 6, ^ ©in Uj , tang f = ®in v, tang e, ^ ©in (^ 
and fioden 

l, ~l -= tangy (m, —«—«-, + w). 
Stellt man die sogenannte Projektion Jlfercaior'a für eine Kngel 
her, so denkt man sich letzterer einen geraden Kreiscylinder um- 
beschrieben, dessen Hantel sie Unga des Aeqnaton tangirt, and 
projicirt nun central jeden Punkt der Kugel anf die Mantelfläche 
dee CylinderB, welch' letztere schUeBelicfa in eine Ebene ausge- 
breitet wird. Da alsdann die Meridiane eine Sehaar äquidistanter 
Parallelen daretfilieii, so ninsB die loxodromische Cnnre in eine 
(schiefe) gerade Linie Übergegangen sein. Die Theorie der „See- 
karten mit wachsenden Breiten" steht diher mit jener der Loxo- 
drome in nächster und innigster BeEiehnng. Diess ist eine be- 
kannte und allaeitig anerkannte Thatsacbe, welche an sich ans 
nicht 20 weiteren Erörterungen veranlassen kann. HOchst wichtig 
dagegen ist, dass Fvon VillarceauSl) in alleijOngster Zeit erst 
auf diese Abbildungsmetbode ein nenes nantisch -astronomisches 
System begrflndet hat, nnd von diesem wenigstens eine allgemeine 
Vorstellung zn geben, fohlen wir nns allerdings gerade mit Back- 
sieht anf die Tendenz dieses Buches verpflichtet 

Berdta frflher (in % ö dieses Kapitels) ward von itf Glei^nng 

ein ff = sin L ein D -^ ooi L eo» ß cosl/j — l) 
Gebranch gemacht, die Bezeichnungen sind hier ganz die näm- 
lichen, wie dort, nnd bedtlrfen demgcmäss keiner nochmaligen Er- 
läuterung. Wir denken ans nach dem fraglichen Sterne der 
Himmclskugel, dessen Höhe eben durch die vorige Gleichung be- 
stimmt ist, einen Radius gezogen und denselben zur Aze eines 
Rotationskegels genommen, dessen halbe Oeffnnng den Winkel- 
werth (90** — //) besitzt. Dieser Kegel schneidet auf der Kugel 



§ iä. Luzodrometi und HOhencurven. 2€ö 

einen Ereia sns, nnd suf dessen Peripherie mnss irgendwo der 
Punkt sieb befinden, deBsen rechtwinklig -eptüLriache Goordinaten 
mit Bezug auf den EimmeUftqiuitor genau ebenaogroBfi aind, 
als die Breite L und L&nge l des in fixirenden Erdortee mit 
Bezug auf den Aeqnator der Erde. Dieser wichtige geometrische 
Ort wird als Möhenkreis beseichoet. Wird nun einige Zeit später 
für den gleichen Stern eine zweite, von der ersten abweichende, 
Hflhe gemessen, so kann man auch den zweiten HChenkreis con- 
stroiren, und der augenblickliche Ort des Schiffes entspricht also 
dem einen der beiden Durchsohnittspnnkte der HObenkreise — 
welchem, kann bei binlinglich grosaem Zeitintervall swischfln den 
beiden Beobachtungen unschwer entschieden werden. Für die 
analytische Behandlnag ist damit genug gesagt: VÜtarceau will 
jedoch auch die construktive Lösung des Problemes auf einer 
Plattkarte MeraUor's erledigen und fragt deshalb nach dem 
Charakter der sogenannten Höhencurve, in welche sich eben durch 
die genannte Projek^on eiu kleiner Kugelkreis verwandelt. Die 
Gleicbung dieser Curve an finden, bedarf man aber der Hyperbel- 
funküonen. 

Unter R die lineare QrCsse des Aequatorgrades in dem der 
Zeichnung untergelegten Kartennetze, unter x und y die Goordi- 
naten eines Punktes der üßheacnrve mit Bezug auf ein Axen- 
system verstanden, welches den Punkt X ^ 0, / ^ zum An- 
fangspunkt bat, gelten, wie sich aas den frflher aufgestellten 
Gleiohimgeu unmittelbar entnehmen läset, die beiden Beziehnngen *) 

x~ m, y = R log tang (40« + \L). 
Nimmt man zu diesen Gleichungen noch die obige für sin H hin- 



*) In besondere einfacher Weise gewinnt man diese ßleichnngen, 
wenn man mit v. Bauernfeind 8S) daranf Gewicht legt, daw fUr kleine 
Tbeile der Erdoberfläche die JUercalor'iahe ebenso, wie die stereographi- 
Bche Projektion stets dem Originale ähnliche Copiecn liefert. Gebt man 
von einem in der geogtaphtschen Breite L gelegenen Orte A ans bis B 
und sodann in der bezüglichen HeridUurichtnng von B bis C, so dass 
AB und £C nur sehr kleine Bögen sind, so ist 
AB , 

Das gleiche VerhSltnlss wie Aß und BC haben aber anch die Mercalor"- 
schen Projektionen von AB and ßC. Mit UUlfe dieser Thatsaohe aber 
ergeben sich die erwähnten Beziehnngen sofort. 
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XU, Bo bnacht mau darKas bloe l aad L sn olimiitirftii , mn eise 
einzige Qleichang in x oad j/ zn bekomm«!. 
Wir setzen za dem Eode 

sin £ = ^ns w, coa £ ■= ®et u, taag £ = @itt u, 

wo u = ist. OrflBserer Vereinfachang h&lber sei nocli x^ ^ ßlt; 
dana nimmt die erste unserer GlüebnngeD , welche mmn vorher 
durch cob£ dividirt denken kann, diese Gestalt an: 

M^ 8inÄ-®tnj8inZ) = coB/>co«-^^J^- 

Dieee Gleichung läsat, je nach den Umständen, andere Forma- 
tionen zti. Li^ z. B. der Pol aagserbalb des Hdbenkreines, ist 
also stn'jr>«a*i>, so kann man machen 

ASin^ — Bini), kl&o\^ = a»aff, 

and soait »t, wenn cos ^ <^ @rc b ^ * amO ist, der Cnrveii' 
gleiehnng eine der beiden folgenden substituirt: 



Ä 



R 



Aehnlich verhilt es aichj wenn der Pol im Inneren des Kreises 
gelegen ist. Kommt derselbe endlich auf den Umfang des Kruses 
selbst zu liegen, so ist Bin/f-°>= ±sin/', uud man hat als csrte- 
sische Gleichung der Höhencurve: 



Betreffs der Äusserst zahlreichen und ingeniSsen Anwendni^n 
freilich, welche der soeben ansei nanderge setzte einfache OrnDJ- 
gedanke zu machen verstattet, müasen wir auf das Originalverk 
selbst (s. a. 0.) verweiBen. 

§ 24. Complanation des Drehunga-EllipsoideK 
Die Complanation des Drehangs - Ellipsoides läsat sich bekanntlich 
in geschloBsenen Formeln durchfuhren. Bedeutet b die halbe 
kleine Axe, e die £xcentricität der Ueridianellipse , p den HalV 
parameter, so ist jener Theil der Oberfläche, welcher zwiaohen 



§ 34. , ComplsmÜOit de» Drehnii^^-EUipsoides. 271 

dem Aeqnator und dem um y, davoD abstehenden P&raUeLkTeise 
eingeBchlasBQq .iflt) gliaicb89) 

Dieser scheinbar complicirto ^qsdrnck gewinnt eine änsserst eis- 
fsehe Gestalt, sobald 

gesetzt wird, denn er wird dann gleich folgendem: 

^ (Sin 2« + 2«). ■ 

Wie gross ist beispielsweise die Oberfl&cfae der halben heiesen Erdsone, 
1 

hat? ' Will -nan das RwQltat in QnadratHirilen oder dergleichen 
erhalten, s« nuss a uoä b linear bekannt sein; will'faaB da- 
gegen blös 4en fi^Acheninhak im YephttltniBS z« d«m d«r ganzen 

Erde kennen, so gentigt ea, 6 = 1 und a ^ ' zn setzen. 
Die Oleichnng der UeridianellipBe ist 

der DnrcbschnittBpuDkt derselben mit einer Geraden, deren Oleiehang' 

; y = ?:tanie9> , 

ist, hat die Goordinaten ' ' ' 

ab - ab 

a:i ^ ± ■- ■■ -■■ — — , yi ^ ± - r— i - 

ya^txa^ip + ö* yo? + b'^ ootang*^) 

Soll dieses yi jfät deip upsriyei^ ttb^reinstimmen, so ist ^=231"^ 
zu setzen und sonach, da das Vorziehen willkttrlicb zn wfiblen ist, 

X- " 
I 4. (.oio 29815 V 

Scl\on jete^ dienen ans die Hyperbelfunktionen, indem vir setzen, 

t«g @/n.Ki = k>K «otang asi" rf.log 39616. — log iiddl & 

= 0,36024^9; .«, => 1,5677469. 
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Ferner ist 

log y, — log See «, — — log Co( w, = (^6019319 — 1. 
. . ... »9915 ,. ,, 

___ 29915 / f\/597,3'y\ __ 88893^385 
™ 29816 V ^299.16//°" 29810.299,15' 

somit 

\ogp — 0,9984969—3. 

Jet&t wird also 

logSinu = i log 597,3 — log 299,16 + logy, — logp = 0,6156333, 
u = 1,9029258, 2w = ^8068516. 

ükr&us folgt 

log ©in 2u — 1,354:3047 , Sin 2« — 22,61021. 

Die GeBammtoberdftohe der heisaeti Zone iat xiao 

-(3,806816 + 22,61021) — -.26,41606. 

Die weitere Avarechaang bietet ein besonderes Interesae nicht 

i 25. Attraktion des ürehnngs-EUipsoides. Aach 
^r die Bestiminung der Attnktion eines BeUtionBellipBoideB bietei 
die Hyperbelfnoktionen Vortbeile dar. Ist 

a* c' 

deeseu Gleichung nnd, wenn §, tj, ^ die Coordinaten des sn- 
geaogenen Panktes, X die grüsste Wnrzel der in s knbisehei 
QleictuHig 

-^ + ^vL + ^ 1 

so kann man die drei Componenten des Potentiales P folgende^ 
moaaen darstellen 90): 

f=.r— 2,a..|y- " , . 






' i (' + (t>)(» + c>)l/»+c* 
Es sei nnn unsere Anfgkbe, diese Integrale ansenwertben nnd 
ingleich anf eine fttr dte praktische Berechnung beqHeme Form 
zu bringen. Kine gewisse VereinfacbuDg geht ans der Stroktor 
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der Integral« inBoferne herror, ids wir blos far zwei dereelben 
die Untennohnng wirklieh dnrchsnftlhren braachen. Wir setzen 

betrachten V als die grossere Wanel der ftlr r quadratischen 
Oleiehnng 

und diBknüren onnmehr bloB 

Ä = — aÄoScpy "^^^ 

2 Weg/" ^^■ 

HittelBt partieller Intagiation ei^bt sich snnichat 

/• " 

t = «o 



Setst man In dem vom Integralsuchen freien OUede die Grenzen 
wirklich ein, so nimmt es den Werth 

an; fDr das noch Qbrige Integral dagegen lierert dieBsmal das 
erste Stadium der Integration durch Theile, je nachdem a ^ c, 
den AoBdraok 

s:-, 



(* + o')l/5 + c> 









Stellt man alle diese Resultate zusammen, so bekommt man,*) 
wenn a > c ist, 



*) Auf den Umstand, dau je nachdem ein nnd dieselbe UntersuQhong 
das abgeplattete oder das verlängerte Sphltrold bertthrt, Kreis- oder 
Hyperbel funktionen sich einstdlen, hatte bereis C'of«« (Kap. I § 3) auf- 
merksam gemacht. 

Ottnlbu. byixrbol. Finktloncn. lg 
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wenn aber a<.c is^ 

i xa'a> f \/l + c' 

c'—a'\X' + a' |/;i 
Onroh eine Reihe tSIÜ^ aDaloger TitOfifonDatioDeii findet mm, 
«r o > c, 



- a« ©in 







fOr n < c 
Z— + 



l/l'+e' i/o"— c' 



ixa?c^f I_ 






Diese vier AuBdrflcke leiBten das Oeferderte in jedem Ptlle. 

§26. Schwerpankt einer Kettenlinien-OewSlbfläche. 
In Fig. 33 sei CAD ein von Ew«i ebflnsolchen Cnrren begrenitee 
Stock einer Kettenlinien-Oewdibfl&che, gegeben 
OA = a, OC-^ c,AD = b und fler Parameter 
k, dann ist snfolg« der una bereits bekannten 
E^enschtften jener Cnrve 




Versteht man, wie gewölinlich, nnt«r s die 

Länge das Bogena Cif, unter x, t/, z die Coor- 

dinaten von P mit BeEi^ anf das von sTis- 

gehende Axensystem, unter «i die Oberfläche, " 

deren Schwerpunkt gesucht wird, unter g, % £ endlich ditgenlgeo 

des Schwerpunkte« S der FlSche CNP (JiP R AD), so hat man 

die folgenden Gleichnngen 91) : 

Hloms folgt dvrch stete Anwendung der partiellen Integration 
bk. 
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VertlkalbevQgnng. 

«,l - " ((*' + 2*') Sin f - 2te M l) - ^ », ?, 
fac+i:) (a; Sin J — * Eof ? + 2*) 



Beachtet m&n, dftsa 

iBt, 80 kann man folgende weit bequemere Werthe erlangen: 



Eine Reihe httbeeher Aufgaben ttber Complanatloii, Inhalts- and 
Behwerpunktsbeatinmung beim Sotationekatenoid kann bei ffeis 92) 
nachgesehen werden. 

§ 37. Bewegung eines Atomea in der Vertikalriehtung. 
In § 2 des ersten Kapitels erfuhren wir, daes NeKton bei seinen 
Untenaehnngen Ober die Bewegung der Körper in einer mit der- 
jenigen der Schwerkraft zusammenfallenden Richtung gefunden 
bat, wie Kreis- oder Efperbelräume sur geometrischen Darsteilnsg 
der Verbiltniwa bei dieaer Bewegnngaforn sich vorzDglioh eignen, 
and Bffar war der Rekurs auf die eine oder andere Curre ge- 
boten, je nachdem eüi KSrper auf- oder abwärts si^ bewegt«. 
£s wird datiei .allerdings voransgesetst, dass das Widerstands' 
geaeta des Mediums, iu welchem die Bewegung vor sieh geht, 
eben das AWfon'sdie ist Fest steht diese Tbatssohe keineswegs, 
wohl aber leuchtet ein, dass, wenn man anm Zwecke einet adiftr- 
feren Bestimmung dieses Gesetses Fallversuche anstellt, zur Be- 
reelinung dieser Versuche die Hyperbelfunktionen sich als ein &Bt 
aaeotbeliriiehes HflI&mittel darbieten werden. Gronau, der ein- 
»ge Mathematiker, welcher dieser wichtigen Frage sein ungetheiltes 
Interesse zuwandte, hat diesg wohl erkannt In der unseres 
Wissens letzten seiner diessbezagllchen Publikationen spricht er 
sich 98) folgendermassen darüber aus: „Wenn man sowohl auf 
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den respektiven, tU aach auf den absoluten Widentaod der Luft 
RUekücht nehmen will, mnas man diesen Widerstand gleichseitig 
der ersten nnd zweiten Potenz der Oesoh windigkeit proportional 
Mtxen. Auch biesn hat, wie echon oben benerkt, Neieton den 
ersten Anstosg gegeben, nnd Varignon hat diess Kapitel nach 
Montuclds Ansdrnck mit gewohnter Weitschweifigkeit ansgesponnen. 
Fttr Pendelversnche habe ich in der Ihnen *) vorgelegten Abhand- 
lang TOD 18&0 diese Hypothese {v-\-v'') bearbeitet nnd für fallende 
Edrper die desfallaigen Beanltate anf der Torletsten Seite müner 
dieB^fthrigen Abbandlnng mitgetheilt Die vollständige Theorie 
aber sowohl für die Hypothese », als auch fflr die Hypothese 
(v + f^ finden Sie anf den Bogen, die ich Ihnen hiemit vorlege. 
Sie sind nur erst ein Entwarf nnd bedürfen, bevor sie znm Drnck 
reif sind, einer nochmaligen Bearbeitung, woduroh Alles an seine 
rechte Stelle kommen wird. Erst wenn man sämmtliche gemachte 
FaUversuche nach dieser dritten Hypothrae wird berechnet haben, 
wird man dieses Thema zu einem gewissen Abschlösse gebracht 
haben. Man wird hiebei wieder mit grossem Vortbdle sieh der 
hyperbolischen Funktionen nnd meiner nenesten Tafeln, die sich 
in Ihren Schriften befinden, bedienen können nnd wird Ataxa mit 
der Berechnung der Fallveranehe auf dem Punkt angelangt sein, 
wohin ich durch mein Programm von 1860 die Berechnung der 
Pendelversuche bereite gebracht habe." Es scheint jedodi, als 
ob Ober diese analytiBche Diskussion di^er Fallreranche nur eme 
einzige Abhandlung ans Gronati» Feder erschienen wSre; in dieser 
finden, wie schon ihr Titel 91) besagt, die HyperbelftinktioneB 
reichlich und vieUUtig Anwendung. Nnn ist allerdings dem Grtmm'- 
Bchen Verfahren der Vorwurf der UnzuverUssiglieit geniaeht 
worden 95), denn je nachdem Versnche von Uewton, Bemenierg, 
Bestel oder Reich zn Grunde gelegt wurden, ergaben sich ler- 
schiedene numerische Werthe fOr die WiderstandsoHUtante. Es 
wird sieh auch schwerlieh leugnen lassen, dass die so unendli^ 
complieirte rein-pbyükalische Seite der Sache ans aller Vervoll- 
kommnnng der rechnerischen Httlfsmittel nur massigen Nutsen 
zu ziehen vermag; hiefOr bl«bt fort nnd fort du Experiment die 
Hauptsache. Mathematiach betrachtet aber steht es natflrlieh and^ 
nnd so glauben wir ans berechtigt, eine aasfObrlicfae DarstdUng 



*) Die HitgUeder der natnrforschenden Ckmllsahaft an Danaig. 
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der BewegODgaverbtltniBBe eines im InfterfDllten Rftame in der 
ffichtnog eiDOB Erdradins aicli bewegenden materiellen Pnnktei 
hier einznaehalten. Dieselbe ist im Weaentlicben deijenigen von 
Forti96) nachgebildet 

Es wird sich, wie immer bei Bolchen mechanischen Angaben, 
darum handeln, ans der Bcwegnngazelt / die Endgeschwindigkeit 
V und den znrflckgelegten Weg $ zu bestimmen. Bedeutet J die 
Dichtigkeit der Lnft (allgemeiner die des widerstehenden Mittels), 
a einen constanten Coef&cienten, so ist nach dem Newton' achea 
Gesetze der Widerstand 

R — OJv\ 
Bezeichnet mau weiterhin daroh V das Yoinmen des sich bewegen- 
den Körpers, mit ß die Dichtigkeit des Stoffes, ans welchem 
derselbe gefertigt ist, mit g die Gonstante der Schwerkraft and 
zieht noch das archimedische PHncip des Oewichtvertostes in Be- 
tracht, so ist die anf das Mobil wirkende bewegende Kraft 

Um die Ideen zu fixiren, sei der KOrper eine Kugel vom Radius r; 
dann ist, unter (i eine von der vorigen verschiedene Gonstante 
verstanden, 

Die bescheunigende Kraft / ^rd dadurch gefnnden, dass man F 
durch die Masse des Körpers dividiit; so wird*) 

SF D—A 3 pt»' __J 

' ^xr^{p-\-id^'^^ D-YiÄ^^' r ' D + iA 
Damit die beschleunigende Kraft / sich annnUlre, mnss die Oe- 
achwindigkeit v einen gewissen Maximalwerth k erlangt haben; 
er ist 



i/gr J-J ^ 
1/ 3p T+U 



Setzt man endlich 

D~A 

and fuhrt die neuen Constanten k und g" in die dynamische Funda- 
me ntatgltichnng ein, so wird 

*) ,G qni conviene osBervare che qoando an oorpo si mnove in an 
mezzo, sie aiBooia ad easo nel movirnento, nna fradone i dl aao Tolnme 
della sostansa del mezzo ateaso" 97). Natürlich wird t HnsBerat klein adn. 
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Die BeBttmmnng von f vollzieht sioh %m Leichteet«B, wenn wir 

setzen; denn dann htben wie 

dq> d^ dv dt 1 k dv 

da> dv dt dm kg' dt 

Bomit, je nachdem oben das obere oder untere Zeichen galt, 

d€0' ^ ' da> ^ 

Man erkennt sofort (Kap. III § 15), dasB diesen beiden Diflbrentia]- 
gleichungen reap. die Werthe 

CO = arc tang p + C, o» = ?Irc lanfl q>+C 
genügen. Unterscheiden wir den motus ascendens und descendens 
durch einen dem v — später auch dem t — ansnhfingenden Index, 
so wird 

ü. = Atang^{/ + c), üi = AXünfl^(l + cO. 

Unter u die Anfangsgeschwindigkeit verstehend kann man dM 
beiden Conatanten nachstehende Form geben: 

c = -7 arc tangT-, <^ = "^ ÄrcXottgT^- 

Wenden wir ans jetzt zur Beatimmang des Steig- oder Fallranmes s. 
Es ist ds — vdt, somit, wenn fo sünen obigen Sinn beibehält und 
cd' dai an td gehörige a> votatellt, 

<fe» , , dsa , ~ . 

-j- = k tang <o, -^- •= * lonfl m'. 

Hieftlr darf geschrieben werden: 

äSa k dcoso) dSd k d<S.a\a/ 

dt eoB CO dm dt Hof 0/ da/ 

Da g'dt = kdm, lo iit sneh 

-di^~-r^^'~ä^ ' d^'""7M^'*'Ä;^*" 
Nunmehr ist jede nnserer Differentialgleichungen auf eine einüwhe 
Qaadrator zurttckgefuhrt; die Ausfahrong derselben ergiebt 



BftlliBtigehaB ^vblea. 



'o = 

Drttoken wir diese Constanten durch die früheren, d. h. durch 
c uDd & aOB, Bo finden wir 

*" ff^ ^'"^ C08^(( + C)— log COB^C), 

*- - ^ {log ffot ^ (( + cO-log Co( ^ cO. 

Das letzte Reenltat direkt ibsaleiteii, wäre nicht erforderlich ge- 
wesea; setzt man nämlich in dem fttr Sa gefnndenen Auadrnck M 
SB die Stelle von Ar, so geht s^ in st über, und swar ist jetzt 



5^-5{l0gC0B{-|^ 



U + (.))-logcei.(-|^)), 



9'\ 

and dass die beiden fflr »d emirten Gleichungen identisch sind, lehrt 
sofort Kap. ni § 4. 

§ 26. Anwendung auf das bal Hb tische Problem. 
Wm vob der geradlinigen Vertikslbewegnng im erfSIlten Baume 
gilt, duB muBB selbstveratändlich auch für die Wnrfbewegung inner- 
halb eines widentehenden Mittels eine wenigstens theilweise Kchtig- 
keit behaupten. In gescblossenen AnsdrOcken ist das ballUtisc/ie 
Problem nur dann lösbar, wenn man den Widerstand der Luft 
als nicht vorhanden oder der ersten Potent der Oeschwindigkeit 
des GeschoBseB proportional voraussetzt, wie XjetstereB von 
Dippe 98) dargethan worden ist. Immerhin hat Grunert 99) ge- 
zeigt, dasB man auch nnter Zugrundelegung der Nen>i<nCie\Ma 
Widerstandsformel sehr brauchbare angenäherte Werthe der ge- 
suchten Grössen erhalten könne, und Liffowski 100) hat mit Hülfe 
der Hyperbelfnoktionen die ffrun^rfschen Ergebnisse weiter auf- 
geführt Das besflgllohe Verfahren ist der Hauptsache nach dai 
folgende. 

Bereita in einer frOheren Abhandlung 101) über die aUgemeinea 
Bewegnngsgleichungen war von Grunert Bachgewiesen worden, 
dasB das bailistiflche Problem vollständig in den beiden simultanen 
DifferentJalgleichongen 

S^x „. Sx Bs 

.d*v Su dt 

— = -p/ — 



dt '^ Bt Bt 



,„..%:ftx-iglc 
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enthalten sei. 2G bedeutet hier die die Bewegang veranlasseDde 
Homentan kraft, fi eise CooBtaDte, ^r ^*^ bekannte lUdikat 

Der zweiten Gleichung lägst eicb leicht die Form ertheilen: 



2 »= den Werth V coaß annimmt; V ist die dur Kraft 26 ent- 
aprechende constante Anfangageechwindigkeit, deren Richtoitg mit 
den Coordinatenaxen reap. die Winkel « nnd ^ bildet. Wir 
dürfen also 

^ seteen. Settt man weiter p =» "5; " "^ j ■<> ^'"^ *'* *■**« QleiohMf 

dt' St~ 
oder einfacher 



Oarcb Division folgt welter 

&p.Sy 2Ge>^ 

^ dt'dt^ V^im^ß' 
Da der linkestehende Differentialquotiant thatsäohtich kein partieller, 
sondern ein totder ist , bo ist die Trennung der Variablen beräts 
durcbgefOhrt nnd eine sofortige Integration möglich. Vollsl^t man 
dieselbe zanftchst ohne Beihfllfe der Hyperbelfnnktionen, so ge- 
winnt man folgendes Integral der letaten Oldchang: 



Wird mlttebt der Oleichang 

COB a : cos ß — > tang t 
ein nener Httlfswlnkel ^ (^> ± ^> eingeTflbrt nnd aas den beiden 
Oleicbnngen I und II dieses i eüminirt, so gelangt man eq dea 
Werthen 
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(iiC~p]/l+pi-\og {p + l/l+F^)) 
Integrirt mmn und verBfeht unter o^ y^, und pg — = tang f die 
dem Anf&ng der Bewegung entsprechenden Werthe unserer ver- 
äDderOefa«n QrOssen, so bat man die definitive, anr noch von 
ivei Quadraturen abhXngIge, Auflösung des ballistiBchen Problemes 
JD den beiden ntobBtehenden Relationen: 

(.-^^-i/ £* 

m. 



P tang 



f Mgi C—p l/l+p'— log(p+l/H-p=) 

/r+pä— logCj. + l/TFp') 
Betet and ' '^° * kurz dnrch a> SDdentet, führt Gruttert 102) 
die Qleichnngen ni endlich tneh noch anf die Form fiber: 



IV. 



y =* o)(tangi— w) + /«»*y 



Udp 



Utagi^ + f^^ 

Daas aowobl III ale auch IV sur E^ofohrimg der bo wesentlich 
vereinfachenden Hyperbelfnnktionen geradezu aa^ordern, ist ein- 
leocbtend, und dem bereits erwilhnten Versuch Ligotvskd war 
deshalb an sich ein guter Erfolg in Äuaücht zu stellen. 

Derselbe betrachtet aligemein, fflr ein willkltrliohes gani- 
zahliges n, die Integrale 

fVäp, fU'pdp. 
Indem tit p ^ ®inu setzt, ftthrt er das erste derselben auf die 
Form 

fV'^oSudu 
über und beweist alsdann, dass dnrch immer mederholte theit- 
weise Integration sich dieses Integral auf eines der beiden nach- 
Btehenden rednciren lasae: 

/UopH-iudw, /üttof+'iidw. 
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Für beide Fonnen geling ihm die Aogabe eleganter und — mit 
Hälfe des SommenzeicheoB — geecblotwener BedokUoDBformeii. 

Von •grdsatem loterease ist jedocb die weitere Behaodlang, 
welehe LigomskilOS) den Gleichungen IV uigedeibea llaet Er 
macht tangi = @in/ und hat aleo für's Ente 

, _ / SintiSotuiftt , / 'gofinfa 

Die beiden nnbestimmten Integrale mdgen reap. dnrcb flu] and 
F(u) bezeichnet werden; desgleichen aei znr Abkflnnng 1+iuoü 
= W, na> = iA. Dann ergjebt die partielle Integratfon 



m 



/Siitu Sofmfa 1 SoPu _A / ISof* ti<fo 



Setzt man weiter 

/Sof*M du = P,, y*/^ ai)(iu<ft. — P„ /PjlEpf wd« = i^... 
nnd wendet auf das znletzt oben erhaltene Integral immer 
wieder die Integralion durch Theilo an, so gelangt man sa eioer 
Reihe, die folgende Qertatt hat: 

Gleicherweise entspringt ans /tu), wenn der nimUcbe Weg ein- 
geachlagen wird, znn&ohat 

„^ ©in« , /©tnn ffio('Mdu, 

m-~^ — »J — p5 

wird also jetzt 

y*ISo(>«(fe— ft, /tiieof»u<iw==(Ji. /ftM'"**=ft- 

gesetzt, so gelangen wir wie oben zD folgender Reihe: 

n,s,t,.,.d.:, Google 
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Da nun 

a:'-M[/(y)-/lu)], y' = <»[^7)-/t«)] 
ist, und die x', y' mit x, y in dem einfaclien dnreh das STstem IV 
ch&rakteriBirten Znaammenhange Btehen, so haben wir hier ein 
reknrreotea Verfahren cor approximativen Berechonng der GrunerC- 
sehen AnsdrScke gewonnen, wie es anf anderem Wege nicht gleich 
einfach herzaBtetlen gewesen wäre. 

§29. Anwendung anf ein Problem der Hydrodynamik. 
Es mOge sich hier noch knrz eine Hinweienng anf ein Problem 
der Hydrodynamik anschliesBen. St. Venant hat 104) den Zustand 
einer Wusermaase in jenem Zeitpunkt in's Ange gefasst, in 
welchem die Wasserwellen durchaus ebene geworden sind, wo 
also — wie in der Theorie des Lichtes und des Schalles — alle 
Moleküle, deren ObacillationBaentra in die nftmliche Ebene fallen, 
anch die nämliche Phase besitzen. -Die dem Horizont parallel« 
Coordinate y ßUlt sohin aneaer Betracht; /[x, z)^^0 ist die Qlei- 
chung der von den Wassermolekülen beschriebenen Bahn. Die 
'Hefe der — übrigens unendlich ausgedehnten — FlflsBigkeit 
sei ä, die Beschleunigung der Schwere g, T und L sollen resp. 
eine haJbe Periodendauer und eine halbe Wellenlänge bezeichnen, 
zur Zeit t^ seien x^ and Zg die Coordinaten eines festen Punktes 
(n^pd^ centre de oirculation ou d'osoiUation de chacune des 
■nol^cnles"), zur Zdt t dagegen x und y die Coordinaten des 
variablen Punktes, dessen Trsjektorle eben gesucht wird. Ver- 
steht man dann noch unter h eine Constante and setzt 



SO int nach St. Vetiani 



xH 



1/ — Sotong - 

[KV'-f)]=^- 



Zur Elimination der Zeit wird man diese beiden Gleichungev 
quadiiren nnd sodann addiren; dann hat man ^s Gleiohnng der 
Bahuonrve die folgende: 
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(^)V(^T-- 



Dieselbe atellt eine Ellipse dar, deren CentmniB-Coordinaten x^ 
and 2g Bind. 

ÄU' diese Ellipsen haben eine borieontale Eauptaxe und zn- 
gleicb die nSmliche lineare Excentricltät 

Die kleine EUipaenaxe wird resp. durch 

dargestellt. 

§ 30. Totale Reflexion des polarisirten Lichtes. 
Bekanntlich hat Fyesnel in der von ihm anf eine ganz neue Basis ge- 
stellten Ündnlationatheorie des Lichtes Formeln angegehen, mittelet 
deren die Intensität des reflektirten und irgendwie polarislrten Lichtes 
independent berechnet werden kann. Dabei erhob sich eine ge- 
wisse Schwierigkdt, aber deren Entstehung and Hebnag die treff- 
liche Preisechrift von Hammon ränige Andeutangen ^ebt Es 
heiaet dort 105): „Bei Betrachtung der hier erhaltenen FormelD 
ergab sich aber eine Schwierigkeit, nämlich fOr die innere Be- 
flexion in einem Medium, das stftrker bricht, tritt bei einem be- 
stimmten Winkel die totale Reflexion ein, und mit diesem Winkel 
beginnend, werden die Formeln fUr reflektlrtes Licht ima^nlr. 
Fresnel musate daher aus der Erfahrung die Auslegung dieser 
spesiellen Fälle zu erhalten suchen; das Experiment ergab, im 
bei jeder zweimaligen solchen Reflexion das Licht eUiptisch poUri- 
ürt werde, während seine Intensität die des auffallenden Strihlei 
war; nun lässt sich aber jeder elliptisch polarisirte Strahl in iwei 
andere um einen Bmohtheil einer Wellenlänge gegenseitig ve^ 
schobene rechtwinklig zu einander polarisirte Strahlen serlegen; 
diese Zerlegung fttr die hier in Betracht kommenden Erscbeinangen 
aasgefdhrt, gab Fremel die richtige Auslegung der imaginftren 
Ansdmcke, welche er noeh des Wuteren durch awar wenige, 
aber hOchst charakteristisch varürte Versuche als mit den Eracb«- 
nungen conform nachwies." Die moderne Physik hat Fresttnh 



S30- 



ToMe Reflexion. 



28& 



Interpretatiou des ImaginSren %a der ihrigen gemaolit. Bezeichnet 
man mit t den Ineideiiz- nnd Reflexionawinkel, mit a den Winkel, 
welchen die Polariaitionaebeiie des Lichtes mit der EiitlkllBebene 
Inldet (Azimnth der Polarisation) nnd mit n den Brechungsexpo- 
nenten, so ist die Lichtinteniitftt 106) 



3 = C08*a 



']/^ 



. /«' — sin'f + ooB 



-)' 



, . , /I/m*— 9in»( — tiScoatV 

+ siD'a(^ ) ■ 

\/n* — sin* e + «* coB 1/ 



Für den Fsti nnn, daas n*<Bin*t, bitt ein, wovon oben die 
Rede war; man bringt: dann ^ einfach anf die complexe Normalform 

p + qi 
nnd hat dann nnmittelb&r die Thateache, „daga das reflektirte 
WelleoByatem sowohl des parallel der Einfalleebene poUrisirten 
Lichtes, als des senkrecht xa deraelbeo poluisirten ans swei 
Theileo besteht, deren einer in der reflektirenden Flilche znrflck- 
geworfen ist, deren anderer aber soweit unterhalb derselben reflek- 
tirt ist, dass er gegeil den ersten um eine viertel Wellenlänge 
versOgflrt ist 107)-" Jener erste TkeÜ wird eben darch p, der 
zweite dnroh q ansgedrtlckt, nnd indem man also p nnd q einzeln 
berechnet, erh&lt mau doch die Qesammtmenge des Lichtes. £^d- 
^her ft«llioh wire es, die F^emeFacha Formel auch ftlr den 
Fall R < ± sin t so tu adaptiren, dus unmittelbar die praktische 
Bereotiniing der Liohtintensität erfolgen ktlnnte. Hiezu verhelfen 
uns eben öie Byperbelfunktionen. 
Wir haben nadi Obigem 



3 — CO.'« 


»l/i ";:• e». 


»1/1—^ + °«' 


+ <ln>« 


»1 


/.-^-„.eo.. 


»1 


/.-^ + »-' 



In unserem Falle wäre > 1, was ^r einen reellen Winkel 

n 
nicht angebti wir setzen sonach 



,..d:,i. Google 



Anwend. d. HTperbelfiutkt. a. Geometrie n. math. FhTiik. § 31. 



3 -«»-(- 



■n (Ro\i + l/l + n>©in*(/ 

Veof ( + nyi-hn'QmJ 
Dm diese Formel pntkUseh bandlicher gestalten sn 
setzen wir 

Bo wird 

oder, wenn noch die proatbaphtietisoheD R^eln von Kap. Hl § 13 
hinzi^enommen werden, 

+ «in>«Ian9«^^ lanß»'-^- 

In dieser ihrer, uuseres Wisseu dnrohaaa neuen, Gestaltnng leistet 
die Formel an praktischer Beqnemliehkeit gewiss Alles, was ver- 
langt werden kann. Die Grösse t mass, nm als Ityperbolisclies 
Argument verwandt werden sn kOnaen, eelbgtTerBtftndlich invor 
ans dem Grsdmaass in absolntea Maass umgesetzt worden sein. 

i 31. Znr mechsaischen W&rmethearie. Eine wieh- 
tige Anwendung aof die mechanisohe Wbmetheotie ist t<« den 
HyperbelfnnktioneD in allernenester Zeit dirch Amed Walttr 108] 
gemacht worden. Derselbe stellt, theils anf Omnd logischer 
Schttsse theils anif ömnd der Versnche von Caxm, Regnault d. a., 
zwei empirische Gesetze aber den Znaammenhang der WSroe- 
oapadt&ten des gesUtigten Dampfes and der siedenden Flflssigkeit 
— in erster Linie des Wassers — auf. Unter j^i und »^ ver- 
steht er resp. diese beiden W&rmecapaoitXten , und indem er an- 
nimmt, das» nothwendig für jede Flttssigkelt bei einer gewissen 
Temperatur t^ die Eel&tion i/o ■" ~*->}i eintrete, verbindet er, unter 
c eine experimentell zu eruirende Gonstaite gedacht, beide QrdBsen 
durch die Qleiohnng 
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lat weiter a>j das spesifiBche Volumen des gesättigten Dampfes 
einer Flüssigkeit, w«loher selbst das spezifische Volumen eoi zn- 
kommt, nnd bedent«n ti and (j jene festen Temperatnrgrenzen, 
innerhalb welcher der FliUsigkeita- and ÜAmpfKOstand des EOrpen 
als Bolcher allein bestehen kann, so soll noch Walter sein (/ aber- 
mals eine Constante) 

IL log^=^l/^ 

^Q)| 1/(1/ t—h 

Nftch den GrandsStsen von Clausius ht die Wärmelehre wesent- 
lich eioe Theorie der Inneren Verwandlang der Grnndbestandtheile 
eines Stoffes; 2,wei QrOaeen kommen dabei Tornftmlich in Betracht, 
n&mlioh 109) der nVerwandtangswerth der freien Körperwärme" 
and „der Verwandlnngswerth der mittleren Qmppirang der mate- 
riellen Paukte clDes Eürpers", and die Samme dieser beiden 
Werthe ist ob, die CUxusius ahter dem Namen der Entropie zum 
grössten Vortfaeil der Wissenschaft in diese eingeführt hat 110). Be- 
zeichnet in aneerem Falle ni nnd Ui bezflglich die Entropie fDr 
beide Aggregatzn stände, so ist 

und des Ferneren gelten, wenn k eine lediglich von der »btolnten 
Temperator ( abhängige Grösse, p die Dampf^nnnag, <h und Oj 
je eine neae tonstante vorstellt, die ffernnann'schen Gleichungen: 



U =Älog* + a)i ^ + «1, 
ju, — Ä log ( -I- 0», ^ -f o,. 



Aus I and III flietst nun, wenn -c' = ein gesetzt wird, 

A^_A*i _2c 2c^. 

4t dt ~ t (» ' 
Die Int^ration ergiebt, anter A die Integratiomooustante ver- 
standen, 

Mj — «, = 2c log ( -f- -^ + 2-i. 
Dia Qleiehansen IV lieCeni mitteilt Addirana 
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Hienaü aber leiten sich, wenD 

R^ic'—2{/c—c)t\ogt — 2{^-^j^—J)t \ 

ge§etBt wird, die folgenden Relationen ab: 









""* 


t 


, l». -"Ua-,' 






wo r = 
hlltDin 


![(»>- 


-Wl- 


-(«,- 


-"i)] 
■»1 


ist Endlich erglebt 

B + r 
R—r 


■Ich 


du Tai' 



Der Werth von — folgt aber andererBeits aaa 11. Anden ge- 
Bchrieben lautet diese Gleichung 

d« nnn 

iri, Bo ist tnob 

Da aber allgemein 

Ist, Bo hftben wir ohoe Weiteres 



IHese Relationen sind sowohl theoretisch von Interesse, als aneh 
calcnlatoriBch bequem. Zndem kann man sie h&nfig noch verein- 
fachen. Für niedrige Temperaturen nllmlich, wo der Werth der 
hyperbolischen Tangente von 1 nar wenig dlfferirt, kann mit 
grÖBster AnnAherang 

r = /(Ä'— n/"-*Mi>gO 
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geietzt werden, wo J das meohaniiche AeqnivAlent der W&nne> 
eioheit, K^ », k Je eine emplrlBohe Ckinatante bedeutet 111). 

Auch bei den Probtemen der W&rmelaitung können die Hyper- 
belfunktiouen Dienate leisten; wir mttBsen nna jedoch, nm den 
Umfang dieses Kapitels sieht allznsebr anschwellen la laaaen, be- 
gnügen, anf j'orfTallS) aoaAhrliche Bearbeitateg det' besOgUchen 
£e/M'acheit Fonneln hiunweinen. 

§ 83. BlektroBtatiaehb Lehrattze von Rieiä'ann. 
Riamann 113) hat in eigenthttmlicher Weise die LOsnng des Ptob=- 
lemes der elektriaaben RackstuidsbiidaBg anf gewiue Exponenüal- 
fnnktionen zDiüokg;efthrt, welche sich bei nihoeoa Zusehen als 
Üyperbelfnnktionen ausweisen. Bekanntlich ist es nnini^li^ 
irgend eine elektrisch geladene Platte (Leydener Flasche, Fr(mk- 
fin'Bcbe Tafel) so vollständig zn entladen, dass nicht nach einiger 
Zeit abermals Sparen von Jälektricität zu Tage träten. Die Anf- - 
g.ibe, diese rückständige Elektricität mathematisch zu bestimmen, 
hat Jiiemann in folgender Weise eingekleidet: „Die Aenderung 
der Span nnngaelektrici tat im Inneren einer überall gleich dicken 
homogenen Wand zu bestimmen, wenn die Oberfläohen mit mit- 
kommenen Leitern belegt sind, gMche Mengen entgegengesetzter 
Elektridtftt empfangen and keine elektromvtorisehe Kraft besitsen 
(keine Gunt&ktwirknng in ihnen stattfindet), nnd ihre Dimensionen 
gegen die Dicke der Wand als uneudlichgross betrachtet werden 
därfen (d. h. der Einäusa des Randes und der Krttmmnng ver- 
naehlästigt werden darf)." Denkt man ueh nun, gaus allgemein 
betrachtet, im Pnnkt x, y, z eine — dem Potential proportio- 
nale — Kraft u wirksam, welche die Dichtigkeit der Elektricität 
in jenem Pnnkt zu Termindern bestrebt ist, so dass ihre Compo- 
nenteu nach den Axen dnrcb 

Bu Sw Su ' 

~3x' '~dü' ~ dz 
ausgedruckt werden mUaaen, so besteht, wenn if aar Zeit ( di« 
Dichtigkeit der Spanunugselektricität im Punkt x, t/, z bezeichDet, 
die BedingaugBgleichal^( 

3*w Sht 3ht _ 

Hier haben wir es nur mit einer oiutigeu Dimeiision au thun; es 
also ■ ' 



■i e- 
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r— a-a. 



Du iCoonUaateB^BtMn liege so, dusder Nni^rankt in die Uitte 
äKB Wind ÖHlty le^eli' letzterer die Uake a aukomni Die obig«i 
swei Gleiobnngeu fUr u und (f fthnn naa zm folgenden mathe- 
□f^t'^Q« .Anf^rftcken ,fflr du eiuelnen in Bfbaotit kommenden 
pj^^aiifchqq E^m^fitell*): 

DiohügkeU im Inneren: p *■ 2 Saix, 

äpananng: u ==» Uo^-SSmx-f-fi'Beofa, 

^wu^HngsdiSerens der OberdAehea: Ua^^u—a =i{a(ie^a — St^a), 

Geaammtladnng: 4@in^ — > 
Elektrischer Räckstand: (»-) "~ x~ ("o — "— ■) 
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Kapitel Tl. 

Die nohnerisohön Onmdlagm der mditeaklidiwheD 
Geometrie. 



§ 1. Die Aufgabe der niehtenklidischen Geometrie. 
Wir haben im vorigen Kapitel yielfach Gelegenheit gehabt, uns 
sa flbersengen, dam die Hyperbelfnnktioneii in der Geometrie eine 
recht auBgedehnte Verweadnug znlaasen. ImmerhiD ist diese Ver- 
wendung jedoch keine abaolat nothwendige, keine prineipielle 
gewesen; die Probleme gestalteten sich bei Znhülfenafaine dieser 
analytischen Gebilde einfacher, allein sie liessen sich anch ohne 
dieselben auflösen, nnd mehr der Wunsch, elegante Formeln her- 
beianfOhren, als iwlngende innere Gründe bestimmten nnser Ver- 
fahren. £ine gleich hohe Bedentnug für die euklidische Geometrie, 
wie die Kreisfusktionen, können die Hyperbel fnnkUonen anmCglieh 
gevinneo. Der gewaltige EmancipaUonsprocees aber, welcher in 
nenorer Zeit die geometrische Spekulation von den Fesseln der 
flberkommenen rftnmlichen Anschauung losgelöst nnd damit in gana 
ungeahnte Bahnen gelenkt hat, seigte n. a. auch ein neses grosses 
Arbeitafotd auf, zn dessen CnltiTimng die goniometrischen Fnnktio- 
non imaginftren Argumentes ganz ebenso nnentbehrllch sind, wie 
diejenigen von reellem Argumente fQr die gewöhnliche Baumlehre. 
Diese Thataaobe war aelbstTerständlich auch den beiden Begrün- 
dern der absoluten Geometrie, Bolyai nnd Lobatschetvsky , nicht 
entgangen, indess war snr Zeit derselben die AnfTaBSung der Hy- 
perbeU^nktionen als selbstatSndiger analytischer Formen noeh 
durchaus keine verbreitete, und so dflrfen wir ans nicht darttber 
wundem, dass diese beiden ausgezeichneten Mathematiker sowohl 
die achieppenden und ungefügen Combinationeu von Exponential- 
grösBcn beibehielten, als auch die gege&sfttsliche Stellung der 
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beiden goniometriBchen Gnmdfnnktionen übersahen. Auch Grtmerl, 
der erste Deutsche, der den nenen ADSchanTings weisen Eingang 
in nnsereni Vaterlande zn verschaffen versnchte, gieng in diesem 
Punkte nicht Aber aeine Vorlagen hinaus, worüber wir nns bei 
ihm beaondere verwnndem dürfen.*) Den wahren Zusammenhang 
haben znent Noüeli) nnd FortiS) erkannt, am Meisten aber hat 
zur Aufklärung des Sarhverhaltes zweifellos Frischauf beigetragen. 
Während derselbe in seinar er9t«i diqsftli Gegenstande gewidmeten 
Schrift 4) wesentlich auf dem alten Boden steht und nur die Lehren 
Bolyai't »Vi popnlHrffliren bestrebt ist, voH^ieM 4i«b in' seiner 
zweiten Veröffentlichung 5) ein cstAChiedener und tiefgreifender 
Umschwung, für den die grundsätzliche Verwendung der Hyperbel- 
funktionen eben charakteriBtisch ist. Wenn wir der DiskuBsion 
d'er hiednrch im' Allgemeinen gekonii zeichneten Fragen äennach 
ein eigenes Kapitel widtnen, so genffgete wir einerseits lediglieh 
der Pflicht, welche das in der Tendern) dieses Bnched äasgedr^^kte 
Streben nach Vollständigkeit nns auilerTegt; andererseits aber wird 
es amoh an Bich von Interesse sein, die Gesammtheit der tnSlang 
einzig unter dem metageome tri sehen Gesiehtspniikt behandcHeo 
analytischen Gegenstände hier auch rdn analytiach dargefltellt zn 
sehen. Der mehf met-aphysisebe Bestandtheil dieser Utitersöbhun- 
gen ist fftr uns so gut wie gär nicht vorhandÄi; /Br uns ist das, 
was man gewöhnlich als eüip/igche, parahoHsche und hyperbolische 
Geometrie zu bezeichnen pflegt, nichts anderes als die Geometrie 
der Flächen von constanter posifiver, verschwindender und con- 
Btanter negativer Kmmmnng, nnd speziell die letztere ßllH ftfr 
uns vollstinäig- mit der vOn Bettrami 6) gesehafTene« Theorte der 
sogonannton Psendosphäre zusammen, wennscbon aus Grfindeii der 
K-ni^' die fibliofae' — nneigedtliche — Bezeichnangaweise bei- 
behalten werden soll. 

§ 2. Foncenex's Entwickelung dea Hebelgesetzes. 
Den wabrBcbeinlich nJitnrgemässesten Weg, der zur Anfstellung 



*) Deshalb nHnflicb, weit Grunert «Ihb eirste det vier Kapitel Bdoer 
äusserst amfugrefoben AbbaBdlnnf 1) ainer blos fonnatoa <Dlatribe Qb«( 

die von ihm sin il(^> and cos n(x) ({enannten Funktionen widmet, wel- 
che mit &<c X und. Slang x reap. identisch sind. Erinnert mau sieb, daas 
Grunert eben der Lehre von den Hyperbelfnnktionen gar nicht fremd 
gegenüberstand, so darf eine solche Verkennnng wohl abfftülen' (Kap. 

I§ö)- 
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der flrei Geometrieen fHirt, bietet nns Aev uomittelbaro ÄnBohlirM 
an die BiitwickeltmgBgefloh iahte. Nicht Howohl geometrifiohe^ xls 
vielmehr me^Hiilsobe Beweggründe wkren es, welche Bavief de 
FoHcenecc, den nne bereits ana Kap. I § 4 und 5 beksnnten wr- 
diniBchen Geometor, *) snr Anetellnng gewisser Betrachtungen ver- 
aoltaHteo, ans denen allerdingB niobt er selbM, wohl aber die 
Bffltein&tJsokere BehaadluBgeweiae der Neneren die GYniidEtlge 
jener nnlrerBeUen Geometrie ableitete, mit welcher wir es hier m 
than haben. Foncenex'e Absicht war, apnoristiseb und ohne Bei- 
ziehnng irgendweleher statischer Axiome, das Hebelgesetz des 
Arekimedes als natumolhwendig sa erweisen, welchem zufolge, 
wenn a nod b die Hebelarme bedeuten, an wel<^en die Erftfte 
P und wirken, die Gleichgewi chta-Relation 

a:h''=0\P 
bestehen soll. Als Leitschnur dient uns der treSUobe Essay GC' 
.nocchfal), welcher nicht nur den Inhalt des tob Foncenex in 
den Hämoiren der bekannten Turiner Gesellschaft mitgetheitten 
ÄitfsatEes nabesn wörtlich wiedergiebt, sondern auch gerade jene 
Folgerungen ans den Ergebnissen derselben zu ziehen weiss, 
welche zu den abstrakt — geometrischen Porachnngen der Nen zeit 
hinOberleiten. 

Der xunächst völlig unangreifbare Grundgedanke von Fonce- 
nex ist folgender. AB (Fig. 34) ist ein gleicharmige Hobel, 
dessen Hypomochlinm C ist, ^S- ■*■*■ 
während in Ä nnd B recht- ^ A ^ C 



winklig awci complanare Kräf- 
te P angreifen. Der logische 
Satz vom zureichenden Grun- 
de sagt dann ans, dass Gleich- 
gewicht bestehen mnss. Wird 
ferner EA = AC ^ CB = 
BD gemscht, und denkt man 
sieh in E und D je eine Kraft i*, in C dagegon eine Kraft aP pa- 



*) Es ward schon oben (a. a. 0.) damur hingewiesen, daia nicht 
sowohl Foncenex als vielmehr Lagrange das uigcntliche VorilieoBt an 
der immerbin sehr ideenreichen Arbeit gebühre, wie denn Letaterer 
Überhaupt die literarischen Verenche seiner Tnriner Freunde wesentlich 
beointlnBet zs liaben scheint. 
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rallel d«n vorigen KrailrichtnngeD wirkum, welch' letstere dnreli 
zwet E^Bzelkrjlfte P eraetst weräen kann, ao nod die in E und 
C wirkenden Kräfte ftqniTftlent einer gewiBsen Ersft in Ä^ and 
gleichermaaeen sind die in D und C wirkenden Krkfte iqnivslent 
einer gewiBBen Kraft in B. Den Wirkungen einer Kraft P, deren 
Angrifibpnnkt vom UntentfttEnngspnnkt den Abatand x hat, diH^t 
Fmcenex durcli Pf{x) ans, nnd der Oharakter dieser Funktion 
soll gefunden werden. Die beiden Krifte in Ä nnd B setzen sieh 
zu einer Oeaammtwirknng auf C zusammen, welche dem Oesagten 
zufolge dnrch Pf{x) f{x) ansgedrflckt ist; die beiden Krftfte in 
C ergelien, wie gesagt, 2P nnd endlich die beiden Kräfte in B 
und E ergeben Pf {ix); damit Gleichgewicht bestebe, mnss also 
die Funktionslgleicbung 

Pf{x)f{x)^2P+Pfax) 
oder vereinfacht 

/(«)J-2+A2x) 
erHlUt sein. Bis hierher kann man dem Verfahren nnseres Oewährs- 
manues durchaus beipflichten; nunmehr aber verfällt er in den 
Irrthnm, als LOsnng dieser Gleichung den Werth 

/■(2a;) = f{x) = Const. = 2 
in setzen. Freilich reprSsentirt diese Zahl eine sogenannte Par- 
tiknlarldaang, allein die allgemeine LÖBung ist eine völlig andere, 
und somit moss der Verauch, darch mathematische Conatmktion 
die Wahrheit eines physikalischen Asiomes beweisen zu walten, 
als gescheitert betrachtet werden. Allein, wie so häufig in unserer 
Wiaeenschaft, entsprang dem Fehlschlüsse nichtsdestoweniger eine 
Quelle reichster Betehrung. Geneccki bemerkt 8), dass ffAletniert 
und Laplace den voreiligen Schlnas aufgedeckt hatten, wogegen 
es ihm entgangen zu sein scheint, dass ein Gleiches bereits weit 
früher dnrch Riccaii geschehen war. Wir lassen denselben, der 
sich mit der Foncenex'aeihea Auflösung der Funktionalgleichung 
eingehend beschäftigt, selbst sprechen, bemerken jedoch zuvor, 
dass die von ihm betrachtete Gleichnng ein wenig von der 
obigen verschieden ist. 

Et stndirt nämlich die Gl^chung 

l + F{2x) -= 2F{x)^; 
dieselbe würde nach Foncenex lediglich die Lffaung F{x) —• 1 er- 
geben, altein dass dieae Behauptang eine zu enge, ist nnschww 
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einzuBehen , wie aoB der folgendeD ArgnmeDtatlon sich ergiebt9): 
„Aeqi»tioiiem baue, qnae in dabium Deqnit revocari, asBerit Anotor, 
veriflearl non poeae, nihi Fx = F2x = 1. Sine dubio valor iste 
fteqaationi aatiBfacit, sed dubitari potest, ntmm alii qnoqne Batis- 
faciant. Negat Auotor, atqne boo fsoili calcalo constare Bcribit. 
Sed qnomodo calcnioB iantitaeiiduB Bit, non percipio. Veram cal- 
colns ostenderfi non poteat, qaod est aliennm a veritate. Nam 



r. Ch. 2a; — CÄ^' + SÄTi* , 
r*+ Gh-X^-^Sh-x* = 2. Ch. x* , 



ergo 
vel 



r*—Ch.x'~-Sh,x^, 
qnae aeqn&tio semper, et nniverfialiter vera est Qnae qnuni ita 
Bint, lex Teotinm per principiei metapbysica nondam probata eat. " 
Dieser Gegenbeweis iBt richtig, jedoch noch immer nicht er- 
achSpfead genug. Erstlich nämlich kann anoh noch eine willkür- 
liche Gonstaiite in die Lösung eingehen; achon ß'Aiembert con- 
ataürte, dasB die Funktion (u'-l-cr'') eine allgemeinere Lßaung. 
der ^oncenex'Bchen Gleichung sei 10), und Betzt man mit ihm 

wo e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen, b dagegen irgend 
eine reelle oder imaginäre Zahl, so iat im ersteren Falle 2 cob bx 
oder 2 CEof bx, im zweiten — dem von Riccatt behandelten — 
cob bx oder (Sof bx eine allgemeinere Lösung. lyAlembert hatte, 
waB bei adner Abneigung gegen die Hyperbelfunktionen (Eap. I § 6) 
wohl erklftrlioh, auBSchlieaBlich ein imaginäres b vor Augen, wo- 
gegen Riccati b ^ 1 gesetzt hatte. Beide Gelehrte waren Bonach 
zu der für Bie erreichturen Allgeraeinheit noch nicht durchge- 
drungen. Freilieb ist auch die von uns lüer gegebene Löaong 

') Betreffs der Bazeiohuogsait vgl. Kap. 1 § 3. 
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web ui<^ difi Allgemeinst denkbare, viedmehr genSgtf wie 6e- 
nocc/ä (a, a. 0.) daithnt, itfi enteD Falle die Fnnktioii (o' + T") 
Bfilbat dann noch, wenn « keine ConeUiite, pondern eioe arbiträre 
Fanktion d*r AusdrQcke 

Bin j 2Jr logg 

CO! i logS 



2 jr log^ 



log 2 



Würden 



sein sollte.*) Z. B. tang - ^_^ ^ — oder cosec 
entsprechen. 

§ 3. Statische Gonstrnktion einer Haaptformel. 
Die weitere Gntwickelung vdlBteht sich nun nach GenoccM in 
folgender Weise. Uan denke sich vollständig jene ConstmktJon 
aasgefUhrt, welche in der elementaren Statjk znr BestJmmnDg der 
Resultante zweier paralleler Kräfte dient; wirken also in A and 
Ä' (Fig. 36) senkrecht und oonplaDar die beiden gleichen Kräfte 
P und P', so nehme man zwei Fig- 35. 

in Ä nnd A' in der Richtanf 
der Hebelstange sieh entgegen- 
wirkende gleiche Kräfte hinzu, 
deren Aktion sich nentralisirt, 
und setze Q mit P, P* mit P" 
EU je einer Hittelkraft zasammen, 
so daas deren lUchtnngen sich 
in C durchschneiden. Die ge- 
rne! nsnme Resnltante wird so- 
dann von C ans- und durch den Mittelpunkt B der Strecke AA' 
hindurchgehen und zu P und P parallel sein. Da die GrOsse von 
Q und Q' an gar keine Bestimmung gebunden ist, so wird man 

') Eb verdient beachtet zu werden, dasa Poisson in aeineu bekann- 
ten Beweise für den Satz vom Kräfteparallelogramm 11} auf ganz den- 
Bclben Irrweg kommt, wie sein Vorgänger Foncenex. Seine Pnuktion^- 
gleichnng ist 

9{a:) ip C») = Pix + 2) + vix — »>; 
ihr eoUea einzig die Werthe ^(x) = 2 oos bx, f{t) = 2 ooa (z genOKen. 
Da aber nach den prosthaphäretischen Formeln (Kap. lU § 13) 

Sof fta; <lo\bz =^ \ ilc\b{x + + 1 ^o\bix—zi 
ist, so entspricht offenbar auch ^(x) — 2^o\bx, v(x)=^ 2&)f bz unserer 
obigen Gleichung. Auf dieses Versehen Poision'a hat wobi Dippe U) 
snerst aufmerksam gemacht. 
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dieae Hulfekräfte so wählen köDneu, dass der Punkt C ein von 
Anfang an gegebener iM. Für x -^ AB wird die Bcbliesslicbe 
Resnltante durch Pfix) ausgedrückt werden können. Setzt man 
weiter i_BAC '^ i_BÄ'C= a,l_AGB= LA'CB = ß und be- 
zeichnet mit Ä und R' die beiden Resultanten von P, 0; P", (/, so ist 

oosa piDCC 
nnd die Gesaa^esfill^te 

R" — 2Bcoaß. 
Han byt also 



Nun d»rf aber, wie wir wissen, /"{x) = 2 cos bx gesetzt werden, 
wo b ein an gar keine Bedingnng gebundenes wtllkQrlicbes Monom 
Torstellt, das jedoch als constant gelten darf.*) An sich könnte 
man ja wohl anch auf den Gedanken kommen, b =^m-i-m zu 
setzen, allein dann hätte man die Gleichung 

&»ß =~ aiaa coi (mx +nix); 

tsioaslBitti; Quinx^" sina ooB flia; Sofru:— cos^ 

(Kap. IV % &); es wäre also eine imaginäre Grösse einer reellen 

gleich, und das ist nicht möglich. Setzen wir vielmehr bx ^ —^ 

so haben wir,j«tat fol^ndea generelle Basultat gewannen: 

Hie Gleic/iwüf 

'} GmQocJii fuhrt den Beweis für dieee Tbotsachu in der Weise 13), 
data er vier parallel wirkende Kräfte in Betracht zieht und aus den sieh 
biebei ergehenden Verhältnissen duu Suhlasa folgert, diwa unsere abige 
Funktion f(x) anch der yoisson 'sehen Fanktionalgleichuiig (vgl. die vo- 
rige Randnote) 

nx)f(i/)~nx + y)+ns:-y) 
Oeniige lebten nUsse. Dann ist freilieh noch /'(a;) = a' + a— <, allein 
jetzt ist klar, ilass a coustant ist and niolit, was bis jetzt sulSssIg schien, 
eion k'iinktloft von 

. 'ixlogx , inlogx 

sein Ifflfln. 
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Miß — cw-iina 

repräsentirt unter allen Umständen eine /imdameniaie Beziehung 
der Staiik. Je nachdem jedoch die Grösse r verschieden genom- 
men wird, entsprechen derselben drei unter sich verschiedene 
geometrische Deutungen. 

L Für ein imaginäres r =>• Qi erhallen mir die bekaiaUe 
Pundamentalgleichuug fUr das sphärisch'rechtteinktige Drei- 
eck, welche die Hypotenuse ß durch die beiden Katheten — und 

(90* — «) ausdrücken lehrt. 

IL Für ein unendlich grosses r, dem mithin die Gremlage 
der Kugelschaar von stets wachsendem Radius, d. h. die Ebene, 
entspricht, erhalten wir 

eo»ß = coBOsina, a-\-ß=~ 90^; 
diest ist der von Foncenex einzig berücksichtigte Fall. 

IIL Für ein reelles r besteht jetzt die Gleichung 

iMiß — %0\ ~ ^Da, 

und für diese suchen wir m der älteren (euklidischen) Geometrie 
vergebens nach einer befriedigenden Interpretation. 

Wir orkennun somit einstweilen, dass der Sphäre nnd Ebene als 
geaonderteu Fläohen-Eategorieen eine dritte, ihrem Wesen nach 
uns TorlSnög noch anbekannte Kategorie zur Seite stehen mnsa, 
tilT welehe di« in 111 angegebene Gleichnng charakteristisch ist 
Sehen wir nun za, ob wir uns Ober dieselbe von einer anderen 
Seite her Anfklärnng zu verschaffen TermOgeu. 

ii. Die Fliehen von constantem KrOmmangimaaBs. 
Die berühmten Uutersncfaungen von Gauss tlber Fliehen, welche 
nach irgend einem geometrischen Gesetze gebildet sind, haben 
znmal nach zwei Hinsichten nene Bahnen gebrochen: das eiaeioal 
dadurch, dass sie daroh Hervorhebung nnd Darohdriugang des 
Begriffes der kürzesten oder geodätischen Linien das Stadium der 
Geometrie auf der Fliehe mit jenem der ebenen Geometrie in 
nahe Beziehung setzten, das anderemal durch die Ein^hmi^; Aw 
als Krümmungsmaass einer Fläche bezeichneten Grösse. Fflr lets- 
tere gewinnt man nach Baltzerli) dann eine sehr anschaulielie 
Vorstellung, weun man sich auf der beaflglichen Fläche ein nn- 



§ 4. Die nSehen von constantem KrttramungBinaMa. 30& 

nnendHohkleines Dreieck A abgc^reait vorstellt, desseo Eck- 
pnokte darcli ihre Ooordiuftten 

X, p, x; x + dx, y + dy, z-i~dz; x + äx, y-^äy, x + dz 
bestimmt siad, hierauf in x, y, z eine Normale an die FUoht, 
zu dieser dnrcli den Änfangspankt des CoordiiiatenBfitemes eine 
Parallele siebt, und den Punkt markirt, in welahein diese Parallele 
eine dedi Unprong coDoentrigche Kngel vom Radins Eins dnrch- 
Bobaeldei Sind g, >}, g die Goordinaten dea Ponktes, so tae- 
atjmmen die drei anendlioh benaehbarteit Punkte 

g, v^ S; l+<^. v + ^V' £ + «'£; i+^, v + ^i* g + <*S 

ein sphäriaches Dreieck A', und der endliche Quotient — zweier 
unendlich kleinen Orttssen iet es eben, welcher das Krammunga- 
maass der Flüche im Puukt x, y, z genannt wird. Durch eine 
mhv einfache Determinante nbetrachtang läast sich zdgen, dass 
dieser Quotient durch die FnDktJonsIdeterniinaote 



Sf 


ai 


Sx 


>•, 


8, 


8, 


Ix 


»y 



gegeben ist 

Diesee k wird im Allgemeinen eine veränderliche OrOsse sein 
so dasa verschiedenen Funktan der Fläche auch ein verBchiedenes' 
k zakommtL ^eaonderB wichtig aber sind fUr uns die FUchen 
von constantem Krammnngsmaasae k; dasselbe kann dspn noch 
po^üv, Null oder negativ sein. Im erstereu Falle haben wi^ als- 
dann die Kngel, im zweiten die Gesammtheit aller developpablen 
flächen (Kegel, Cyliuder u. s. w.), im dritten endlich die durch 
MindtTiff (Kap. I § 9) nnd Beitrami dem aUgemeinen VerBtändniss 
näher gerttekte PseMkisphäre. 

Gaqz ebensp nun, wie im Wesputlich^ Btlmmtliohe plani- 
metriaclie Probleme auf irgend eine Orfiecksconstrnktion hinaus- 
laufen , musB auch das Studium der FläcbeDgeometrie auf dem- 
jenigen der geodäiiacheii , d. h. von drei kürzesten Linien ge- 
bildeten, Dreiecke sich aufbauen. Diese Aufgabe ist von Chri- 
stoffeltS) in Angriff genommen und im weitesten Umfang durch- 
geführt worden. Er gelangte zur Aufstellung espliciter Formeln, 
mittest deren es möglich ist, aus drei gegelieiien von den sechs 
Bestimmun gijstucken eines solchen Curvendreieokea die drei nn- 
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bekaintcu jederzeit id benchnei. Chriatoffei theUt aAmnitlieha 
Fläßlien zu dem Ende in vier t^pkohe tiruppenj alt die viwte 
nnd letete 6rapfM erscbuoeii bei ihn di« Plftchea voa eonstantem 
KrllituiiuDguiiiaBB, die, wie aieb gleiob seigen wird, ein besoaderea 
Intereue für qob besiUen. 

Besfliehnet man, wie gewjthiilich, mit a, b, c die Seiten, 
mit a, ß, y di« Wink«! einea gcvdAtiaeben Dreieoke«, mit k das 
KidmoHiiigaiiMiaM der Fliehe, welcher ee angehört, ao gelten fttr 
ein allenthalben gluokUeibendaa k die Relationen*) 

»m(a\/k}: tialb^k) : Bia(c/A) =-aima:tiaß: ain/; 

coBc-v — eoaß noiy+ainß ainy eoa{a]/k), 

cOBj) =" — C0B7 cogcE + Bin/ sina cob{6/A:), 

eo»Y ^ ~-mea ooeß + rioa sin^ w»{c\/k}. 

Für k~= 1 sind dleas die Formeln der sphäriBchen, für A = — 1 

jene der pseudoBphlriBohen Trigonometrie. Letztere also liefert 

unB aueh die richäge Dentang jener Formet in Ul, welche- bisher 

fUr ans nnerklArlich geblieben war. Setzen wir in diedem Falle 

nimlich a = —, 7 ■> 90**, ao haben wie vennitteist dea aweiteu 

r ' ' 

GleichnngB-SyBtemes anveTBllglich 



fi\ cos a ™. r 1 . 



die Formel III lehrt nna die eine Kathete ünea rechtwinklig' 
geodBtisehen Oreieckea anf der PaendOBpiiftre dnrch die beiden 
anderen Winket angdrttcken. 

Hieraus folgt, dan jene dritte Geometrie, welche weder mit 
der Planimetrie noek mit der Sphärik zmummenftei, die Geometrie 
aäf der pseitdoiphärischen Fiäehe constanter neffotimr Krüm- 
muHff itt. 

Ist dieaa wirklich der Fall, ao mflssen die Sitae der ebenen 
THJ^mometrie, da die Ebene die Zwiaehenlage swbchen den Fliehen 
von eonstantem poBitivem nnd von constantem negativem Krllmmnngs- 
maasse ist, durch (dnen einfkohen Grenzabergang erhalten werden 

*) Miitding 16) iiatte dieae Formeln allerdings bereits angegeben, 
allein noch nicht bewiesen, bciir auiifilhrlieli bebaiideli; dieüulbvii ^uch 
dte nrnfassende Monographie v. SscAerieh'sn), allein Ckristoffera Ab- 
baMUmg QiQM doeh als di» vAgmÜMi bahnbrecbeMe gelten, nnd an 
sie haben wir nn» tlaslialb awrii gchalteD. 
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köQDSD. DuB d«m lo ist, Ittsat »ich fo^endermaftsen leioht »igen. 

BeBtimmt m&n*) iqb dem obigeo sweiten öyBteme der ChristoffeP- 

aclien Gleichuageo für A °= ± 1 snooessiTe a, b and c, so findet 

uiao resp. 

coB a ^ GOib ooB c + aiub aiac gob a, 
Soja = fio\b f&o\c — ®in6 @tnc coaa; 
COB& =B ODBC coBd + Biac Biua cob^, 
(iofö = ^o\c ffioffl — ©ine ©ina cosß; 
coac ^ coBa coef' + Bina äaö cos/, 
(Jof c ** Eof a Sofft — ©ina Sinft coBy. 

Oeskt mau sich nau Kugel wie Pseudospliäre auandlich gegen 

die Kbeue eeuvergireud , so hat mau ia a, b aud c nDendlieh 

kleiiie ÖtdBsen zu erblicken; ea darf also 



gesetzt Verden. 




*** i I. 

iat, flo kann man, nach dem binornJachen Lehnatxe reclita ent- 
wickelnd und die küheren «1b zweiten Potenzen bei Seite lassend, 

m!«-'^*"'- mI'='"'' mI=='^*^' 

setzen. Dies« oben sabatitnirt giebt bezüglich, da d^b\ (flc^ and 
b'^c^ ebenfalls wegfallen müssen, 

_ia» — — i*»— icä + ftecoaa, ia^ = iö^ + ic^— *c oosaj 
_ifti=_ici-_ia2 + caooa^, kb^ =- k c' + i a^—ca t>oi ß\ 
— 4e* — — 4 a^—i** + 0*0087, Itf^ =-*«* + **»— oft cos j-; 
Und von diesen aecha Uleicltangen sind eraichllieh je swei iden- 
tiacfa; wir haben demgemäsB thatBäcblich die drei den BogenanntMi 
(JosinossaU der ebenen Trigonometrie reprasentirenden tileichnngen 
gewonnen: 

a» = i2 + c»— aiccosa, 

i2„ c^ + a"^ — 2tfaco8^, 

c' = 0* + *'— 2a6 008/. 



*) Bnüflglieh der aur Dureht^hrani; iieaer Anfgribe erforderlichen 
KliintnatiorisproeeBae vergleiche man die lehrreiche Frugrammschrift von 



D,g,i,.,.d.:, Google 



SOS C^ rechierlgchea GtondlageD d. nlohtenklidisoheii Oeometrie. £ i. 

Der Sinnasati, welehet in der aphAriBchen und psendosphäriBchen 
DreieeksLehre resp. durch die Proportion 

siaa : Binb : sine >>= Bin« : sin ^: sin/, 
Sin a : Sin b : Sin c ^ ain a : aia ^ : sin y 
gegeben ist, leitet sich aus traiden ab in der Form 

a : 6 : c '— sin a : sin ß : sin /. 
unsere Behauptung von oben ist damit erwiesen. Pldagogiscbe 
Schriftsteller, i. B. Sondhauss 19), haben in neaerer Zeit mehrfacli 
die Darstellung der ebenen Trigonometrie als eines Spedaifalles 
der sphtlriachen sich zum Ziele gesetzt Wir mOehten glaabeo, 
daes diese RUek^hrang nicht wohl zugleich einfacher und allge- 
meiner geleistet werden kann, als es hier geschehen ist. 

§ 5. Allgemeine projektivische Maasabestimmnag. 
Es hat sich ans ergeben, dass eine völlig klare nnd TerstftndUehe 
Anschauung der drei verschiedenen Geometrieen, zn deren Auf- 
stellung uns die Relation 

ooa |3 =«■ oos — sin a 

VeranUsaung gab, nur durch Aufsteigen zur dritten Dimension, 
durch Betrachtung gewisser ausgezeichneter Flächen, gewonnen 
ward. Es ist jedoch mßgUck, auch beim Verbleiben in der Ebene 
eine solche stringente Vorstellung des Wesens der drei Oeometrieen 
zu gewinnen, sobald man nur den Begriff des Hesaena gehörig 
verallgemeinert ' 

In Kap. V § 8 haben wir der sogenannten imaginären Kreis- 
pnnkte einer Ebene gedacht. Dieselben sind so beschaffen, dasa, 
die Distans irgend zweier reeller Punkte der nämlichen Ebene = d 
gesetzt, diesea d eich auch als der mit einer gewissen Constanten 
multiplicirte Logarithmns des Doppehierkäitnisses darstellen lässt, 
welches jene beiden Punkte im Vereine mit den beiden Ereb- 
punkten bestimmen. Es hindert nun nichts, an die Stelle dieser 
letzteren einen beliebigen unendlichfernen (reellen oder imaginären) 
Kegelschnitt treten zu hissen*) und folgende Definition anfitn- 
Btetlen: 



*) Neuere Untersnchnngen p&egten allerdings, einer von Vayles 
gegebenen Anregung folgend, an dio Stelle dar Fundamontakurvc uinv 
Fnndiunentaliläclie zweiter Ordnung an setzen ; InabeBondere ist diese 
in der eraten rein projektiviachen Behandlung der mechanischen Ornnd- 
geaetze ron Lmdentaim 30} geachehen. Da wir una jedoch ansdrücklicli 
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Der mit einer Constanten mulliplicirle Logarithmm des Doppel- 
verMltnisses , Kelches durch zwei feste Punkte der E3>ene und 
durch die Durchschnittspunkle der Verhinäungslmie jener Punkte 
mit dem Fundamentatkegelschnitt bestimmt ist, wird als Enifer- 
rmnff der beiden festen Punkte aufgefasst. 

Bringt mau diese Definition auf einen aiislytisctien Ausdruck 
and beseichnet dnrch 

*(g, *?, e) -= 

die Oleichnng defi FundamentalkegelBclinittee, ao wird, homogene 
Panktcoordinaten voransgesetzt, ganz allgemein 

, „ . *{^,> Vi) + l/*H^„ y.)—'H^., X,) (P(y„ y,) 

d =■ C log— ...., .-■ - T..-:: ■ ■ ■ ■ 

Hier bedeutet *(a:„ xj den Ansdrack, in welchen die anf Mnll 
gebrachte Cnrvengleichnng sich verwandelt, wenn für g, tj, £ 
reap. äie Coordinaten dea einen der beiden festen Punkte Z], xj, x^ 
eingesetzt werden, ^(y^,y^) den analogen Ansdrnck, in welchem 
§, ij, C, dnroh die Ooordinaten des anderen Pixpnnktes yx, y^, y^ 
ersetit sind, ^Xi,y^ eadlieh ist bestimmt dnrch die Relation 

Uan bezeichnet eine mit diesem Maassbegriffe operireude Geometrio 
als diejenige der allgemeinen projektimschen Maassbestimmung. 
lieber den Fundamcntalkegelachnitt ist nichts voransgesetzt; der- 
selbe kann Imaginär oder reell sein oder ancb in ein gewieaea 
Pnnktepaar zerfallen. Diese drei MSglichkeiten wollen getrennt 
behandelt werden. 

I. Der Fundamentalkegelschnitt ist imaginär. Alsdann hat 
man die sogenannte elliptische Geometrie, welche in ihren Be- 
sonderheiten völlig mit der Geometrie der Flächen von conslanter 
positiver Krümmung sich deckt. 

II. J)er Fundamentalkegelschnilt kann in das Paar der 
imaginären Kreispunkte degeneriren, alsdann ist die Constante C 
unendlich gross zu nehmen, und aus der sodann geltenden Pro- 
portion 

0{x^ , X,) : ^{x, , y,) = <P(a:, , y,) : *(ff, , y,) 

Auf die Ebene zr beBclirifnlcen erklKrt haben, branoheo wir dieser Ver- 
allgemeinerung keine besondere Blicksicht in schenken. 
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ergiebt sich unmilteUxir, dtus der in dm obigen Auadmck für 
die Distanz eingegangene Wurx€iaugdntck sich ammlUrt. Dann 
ixt also 

d= (7Iogl™oc.0'= CoDsL; 
d. h. wir haben die getvobnliche euklidische Massbettwummg.*) 
Man gebraucht dafür auch den Ausdruck pa-abolische Geowielrie. 

III. Oer Fundamentaikegelschnitt ist reell. Alsdann hat 
man die sogenarmie hyperbolische Geometrie, welche von der 
Geometrie auf der BeUramSschen Psoidosphäre sich nicht unter- 
scheidet. 

Die letstgen&nnte Thatsache ist zanSchBt allerdings nocb keine 
bewiesene. Den Beweis in extenso za erbringen, wflrde sich mit 
den Endzielen, welche sich dieecB Bncfa gesteckt but, nicht ver- 
tr^en. WobI aber liegt es in unserem Plane, diese Identität xat 
Qmnd einer allsrdinge hier nur bütorieeh an Enfttbr enden Wahr- 
heit nachznweisen, deren Deduktion ui einem anderen Orte luxh- 
gesehen werden mSge. Im Beginne dieses Jahrhunderts stellten 
sich nahe gleichEeÜsg, aber darcbaiiB nnaUiüngig von dnander, 
der Banse Lobatschemtky und der Ungar fo^ot **) die Aufgabe, 
ein LefargebiUide der ebenen Geometrie anfEtuichten, in welches 
säBuntliche Axiome des Euklides anfgenommen wf^rden sollten, das 
einzige elfte, das Parallelenaziom, ansgenommen. Beide constmirten 
denn auch eine in sich widersprachsfreie Geometrie, deren Unter- 
schied, der euklidischen gegenüber, darin wesentlich besteht, dass 



*) .In der elementaren Hetnk des ebenen Systemes bilden die tma- 
ginlren Erdsptinkte im Unendllcben den absolnten Kegelschnitt nnd 

liefern das Haass aller geometriBctien GiilHaen Die Einheit des 

LEogenmaasses ist willkürlich, die Haasaeinheit im Strahl bilechel, d. h. 
die der WinkelgTÖssen , ist der rechte Winkel, d»s hannonische Paw 
des absolnten Eegelschnittea" 20- 

*•) Ob Bolyai den tie.fgreifenden analytischen Gegensatz zwischen 
der sphärischen nnd absoluten Trigonometrie als solchen erkannt hat, 
welcher darin besteht, dass in der ersteren stete die Kraiafonktionen, 
JD letzterer stets äie Hyperbelfunktionen der Seiten nna entgegeixtreten, 
ist nicht gewiss, wohl aber wahrach ein lieh. Wenigsrens berichtet sein 
Biograph Schmidt 22), dats !□ des jüngeren Bolyai literariachem Nachlasse 
sich ein Hannskript Torgefandeo habii mit der Änfachrift: „Prindpia 
docMnae novae qnantitatum Immaginarinm perfectae nniceqne satis- 
fiicientia aliaeqne disqnisitiones Analjtico-geometricae caidlnales gra- 
TiBsimaeqne.' .HSglinfat^rweise finden sich hierin Reflexionen über das 
Imaginäre, weldie an die des Foncenex (Kap. I §4) gemahnen. 
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als geometriaoher Ort aller von einer Geraden gleiohweit entfern- 
ten Punkte nicht mehr eine Gerade, sondern eine Cnrve «nfeit^ 
and dass durch einen Punkt sn einer Geraden zwd verKhledene 
Gerade, atatt einer einzigen, paraOel f^eaogen werden kSnneu. 
Diese nene Banmlehre, für welche der Käme abtolute oder ni'cAf- 
eukhäUche Geometrie gewählt wurde, ist Eunächst nichts anderes 
als eine mathematische Fiktion, welche an und ftlr sieh des reellen 
SnbBlrates entbehren würde. Spiltere Forschungen haben ihr daa- 
aelbe jedoeh verliehen. Er hat nfimlieh F. Klein 23) gezeigt, dsss 
die projektiv] sehe HaasabeBtinimTing bei reelleni Fnndamentalkef^l- 
schnitt mit Bolyai'e Geometrie tlbereinstininit, nnd dieses — ana< 
lytisch Übrigens unschwer zn erbkrtende — Faktura ist das ein- 
zige, welches wir unbewiesen in diese unsere Behandlung des 
Gegenstandes heraberDehmen. *') Des weiteren hat BeUrami (s. o.) 
den Nachweis geführt, dass die Geometrie anf den Flächen oob- 
stanter negativer Krtlmmung genau die gleichen E^nUittmlieh- 
keiten besitzt. Wir Bind in der Lage, hiefllr den direkten Beweis 
zu erbringen; anticipiren wir den Sats einstweilen, so hat sieh 
für uns als ein äusserst wichtiges Brgebnlss das folgende heians- 
gesteltt; 

Die nichteukHdiscbe Geometrie von Belyai — Lobatschetoaky, 
die pseudospbärüche Geomeirie von Bettrami wnd die hyperJ/oU- 
iche Geometrie von Cayley sitid wesentlich ein und dastelbe. 

Dem entsprechend hAtten wir nun auch drei unter sich ver- 
schiedene Wege vor nns, um unser Endsiel, einen Einbliek in 



*) Immerhin bann man diese Identität durch eine einfache Betrach- 
tung wenigstens sehr probabel maehen. In der hyperbolischen Geometrie 
hat die Gerade zwei nnendliohfeme aas einander liegende Punkte, die 
OUT fUr den Grenefall der Ebene in eisen einzigen (den t>. SfctM^fsehen) 
uneigentlicheu Punkt zusammen rücken. Es sind diess die beiden Sehoitt- 
punkte der Geraden mit dem hier reellen FnndamentalkegeUchtiitt. 
Andererseits ist auoh der gannc Grundcharakter der nit^teoklldischen 
Geometrie bedingt durch die Vorstelinnff, dass jede Gerade zwei nicht 
coincidirende unendllcliferDe Punkte habe, denn es bleibt zwar die De- 
dnitdon des Parallelseins als etneH Schneidens im Unendlichen erhalten, 
allein durch einen Punkt kann man jetzt nicht bles eine, sondern zwei 
Parallele ziehen. Hierans folgt, daes die beiden in Bede stehenden 
Ueometrieen, wenigstens in ihren H anpCp unkten , anf dasselbe binau- 
hmfen müssen — eine durch tiefer eindringende Untersnebnngen, wie 
schon bemerkt, bestätigte Vermnthnng. 
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das Wesen der niehtevklidiBfben Geometri« zn erreichen. Da 
jedooh erfabrUBgagemiaB die BefaandlnBg irgend einer Frage in 
didaktitclier Hinsiflbt am Beaten an äen gesebichtlicben Entwicke- 
Inngiguig anknüpft, «o werden wir wohl tkan, völlig in die Fase- 
tapfen Bolycii ES tr«te% und im Wesentliehen jene DarsteUnng 
EB reprsdtieiren , welcbe von diesem trefiFlichen Oeometer, beaie- 
bnngsweiae von »einem verdienten Commentator Frisciumf, ge- 
gd)en worden isi*) 

§ 6. Parallelwinkel; GrenEliniej Grensfläcbe. Wir 
setsen also vorans, da» dnrcb den Punkt Ä (Fig. 3fi) anr 
Geraden BC die beiden Paralle- ^- 38. 

len ÄA' nnd A^' geaogen wer- 
den kffnnen; der i_A'AD ■=^ 
L.j^'AD, welchen jede dieser Pa- , 
ralLelen mit dem von A auf BC 
gefiUitea Lotbe AD bBdet, beisse 
der Parailelwinkel. Derselbe 
Ist nicht coostsnt, sondern eine 

Funktion der Senkreohten, deren Za- oder Abnehmen sein Eleiner- 
und Grosser- werden entspricht. Ist p dieses Loth, Il{p) aber der 
Parallelwinkei, so wissen wir von IHp) also sinSobst nnr das, daaa, 
ftXTp—0, B(p) = 90«, nir p = oc, n(p) ■= wird 25). Nach- 
dem so der Begriff des Paralleltamns ein veränderter geworden ist, 
wird es keine Schwierigkeit mebr haben, sieb mit den nenen Be- 
griffen der Grenzfläcbe und Grenziime — Ausdrücke, welche von 
Lobatschewsky herrühren — anseinanderznsetzeu. 

Denkt man sich im gewöhnlichen enklidiBchen Raum eii einer 
Geraden AA' alle möglichen Parallelen gezogen und fllr einen 
bestimmten Punkt A der ersten Geraden einen Punkt M auf jeder 
einielnen Parallelen MM' so gewfthlt, dass L.M'MA''^ l^A'AM 
wird und A' und M' auf derselben Seite von AM liegen, so er- 



•) Die vorstehend Bum AbachlnBs gebrachte D&rBtellnng der moder- 
nen metageometriBcben Lehren hat wesentiloh dos Ziel vor Augen gehabt, 
den rein mathematisoben Kern dieser Theorien mügllchBt alUeidK eu be- 
lenchten. Soweit es ihr nnf beschrSoktem Baume mOgllch Ist, darf die- 
Belbe wohl mit der Fiedler' idhea, deren Grundtllgen sie ja mutatle mn- 
tandls nachgebildet ist, das Verdienst sieb viodlciren, dasB sie , nicht 
Anlaes giebt eu den hypergeometrtBchen Abwegen, denen die rein ana- 
l7tiBch gefasete Theorie vom Krümm ungsmsaBB Tbüt nnd Thor geffffiiet 
hat- 24). 
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ftlllt die OeB&mmtheit dieser Pankte M oreichtlich eino Ebene. 
In der nichtenklldischen GeomeWe tritt an Stelle der Ebene als 
geometriBcher Ort dieser Punkte M eine Flttche, welche eben Grenz- 
fläche genannt wird; .sowobi AÄ' als auch jede der zu ihr pa- 
rallelen Geraden kann ala Axe der Gj'enzflächc aufgefasst werden. 
Ebenso ferner, wie sonst jeder Schnitt zweier Ebenen eine Gerade 
giebt, wird jetzt der Dnrcbsohnitt der Grenzfläche mit einer durch 
die Axe gehenden Ebene eine kramme Linie, die sogenannte 
Grenzlinie, üefem. Daa elfte Axiom wAre demgernttss nnmittelbar 
bewiesen, sobald es möglich wttre, die Identität der. Grenzflftefce 
mit der Ebene, der Grenzlinie mit der Geraden, dedaktiv festzu- 
stellen, allein es ist diess weder bislang gelungen, noch wird es 
aneh aller Wahreebeinlicbkeit nach jemals gelingen. Wohl aber 
gelten Btmmtliehe planimetrlsche Fandament^&tze fttr's Dreieck 
nnnmehr i^r jedes der Grenzfliche angehörlge und aus Grenzlinien 
zuBamniBngeBetzte Dreieck; inabcBondere beträgt die Snmme ^er 
Innenwinkel in einem solchen Dreieck stete eine halbe Umdre- 
hung 26). Attcfa die Peripherie eines Kreises, dessen Radius r ein 
Bta^ einer OrensUme ist, wird, wie sonst, darch 2rx gemessen. 
Ea handelt sich nnn znuächst darum 27), für das Verfaältniss 
zweier GrenzlinienbQgcn einen matbematiscfaen Ansdruck zu er- 
halten. Man denke sich zwei solche Bögen, welche zwischen den 
nimlitheu Axen gelegen sind und theUe den einen derselben in 
m gleiche Theile; dann wird, wie ans der obigen Definition un- 
mittelbar folgt, auch der andere durch die Axen der Theilnngs- 
pnnhte in tn gleiche Theile zerlegt: da» Verhältnias zweier zu- 
sammengehörigen Bögen ist sonach von deren Grösse gar nicht, 
sondern lediglich von deren Entfernung abhängig. AB nnd 
■^m^iii seien (Fig. 37) die in Rede stehenden Bögen, AA^ ■= x 
sei in m gleiche Theile getheilt, Ff«- 31. 

dea gleichen BBm, und die 
Theilpunkte A, B; Ai, B^, 
Ai, B2 • ■ • Am, Bm seien resp. 
durch Grenzlinien mit einander 
verbunden. Die zwischen die 
Theilpunkte hineinfallenden Bö- 
gen dieser Grenzlinien sollen 
s, Sj, S] , . . f m heissen; alsdann 
ist 
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wo X du der Entfernung — enteprecliende Verblltniss zweier 
GrenzlinieDbitgen ist. Darcb HttltipUkation ergibt sich 

Die Grösae k kftnn offenbar so gewählt werden, daaa, den Bach- 

stabcB e in seiner gewAhnllehen Bedeatnng gebraucht, X" '= e^ 
wird;*) k tat dann also eine gewisae Constante, nnd man bat 



Hit dieser wichtigen Relation ansgerflatet, vollen wir nnn an eine 
eingehendere Unteriachnng der OrAise des Parallelwinkels n(p) 
herantreten. 

§ 7. Relation zwischen Paraltelwinket und Nornal- 
diitana. Es tat jedoch hieEti noch eine gewisse Vorbereitnng e^ 
forderlieh. Wir halten daran fest, dma die Iwiden Parallelen, wduhe 
daroh einen gegebenen Fnnkt an einer Geraden gezogen werden 
können, einen Winkel mit einander bilden; alle von dem Punkt aus- 
gehenden Geraden, welche in den hohlen Wmkelraum hinemfailen, 
sehneiden die fette Gerade, alle, die in «few Winkelraum dt* zu- 
gehörigen erhabenen ffinkels hineinfallen, tchtuiden dietribe 
nicht. In Fig. 3B sei AA' eine gegebene Strecke, C ihr Mittel- 



punkt, CiJX^^'.ÄüH CD. 
Alle jene Punkte B,B' ..^ 
welche von der Geraden 
AA' gleichen Abstand AB, 
A'B' . . . baben, können 
nun natürlich nicht auf 
einer geraden Linie liegen; 
sie erfüllen eine Curve 
BB", deren Symmetrieaxe 
CD ist. Da BÄ eine nicht 
arhneidende Gerade für 



PTg. 38. 



*) Setzt man nümlicli k 




und dasB dieser Oleicfanng stets GonUga geschehen kann, leuchtet «!■■ 
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CD ist, BO mtiM d?iD OeBsgten «ufolge l_VBÜ<. L.ÄBD sein. 
Denkl man sich nunmehr diese Cnrve, «eiche den Nnmen der 
Liaie des gleichen Aislandes führt, um CD als Rot&tionsaxe ge- 
dreht, so entsteht eine Fläche des gleichen Abstandes, und jeder ' 
Punkt der Oarre BB* beschreibt einen Pnralielkrels dieser FlXche. 
Änch A beschreibt einen Kreis, von dem Bümmtliche Punkte eines 
jeden P&raUelkreiaes gleichweit entfernt sind. 

Welches VerhäUiiJAB bxt nun der Umfang des von S beschrie- 
benen Kreises zu dem von A beschriebenen Kreisnmfang? Inso- 
fern der entere >" iBB.x, der zweite =^ lACx ist, so verhalten 
eich beide Peripherien za einander wie ihre Hnlbmesser, and da 
weiter BD = BC sin BCD, AC — BC sin ABC*) nimmt das 
Verhältnisa der beiden Peripherien nachstefaende Form an 

sin BCD : sin ABC. 
D&8B dieses VerhSltnin nur in der enkUdischcn, nicht aber in der 
absointen Geometrie den Wertb 1 hat, braucht kanm noch be- 
merkt zu werden. 

Das obige Verhaitniss nnn ist von der gegenseitigen Lage 
der Punkte A und C in keioer Weise beeinfiusst. Denkt mau 
sich A fest und C stets mehr nid mehr von A sich entfernend, 
80 wird i_BCD stets grösseT und grösser, fflr ein nn endlichfern es 
C wird /^BCD=%0'>, l_^ABC = n{h) (vgl. oben), wenn A den 
gleichen Abstand AB -^ CE bezeichnet. Das obige Verhaitniss 
sieht in diesem Falle also so aus: 

1 : sin B{h) -= cosec B{h). 
Auf der anderen Seite wiesen wir, daas das Verh&itniss der beiden 
Kreisperipherien, welches mit jimem ihrer Halbmesser identisch 
ist, von der hier angenommenen Lage des Punktes C unabhängig 
ist Soll dieses Verhaitniss glelchfallB unabhängig bestimmt werden, 
so stellt man ganz die gleichen Betrachtnngen an, welche weiter 
oben zur Flxirnng des Verhftltnisses zweier Grenzlinicnbögen dien- 
ten. Man käme so zu dem vorläufigen Reanltate, dass das Ver- 
haitniss der Peripherie resp. des Halbmessers eines von der Linie 
gleichen Abstandes (A) beschriebenen Kreises zu den gleichen 

*) Da die «bene Trigonometrie sowohl als die sphärische, solange 
sie 8i<^ auf das rechtwinklige Dreieck beschränkt, des Parallel geeetzes 
nicht bedarf, so äulert diese Disciplia auch in der absointen Geometrie 
ihren Charakter sieht 
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Sttekem dn tob der ragebOrieea gnwUingeH Strecke abei^ 

Btricbeoen Kreises ebeD&Ib dnirh die ExponentialgTöBBe e wie- 
dergeseben wird. 

Allein faiergegen erbebt sich eis gevichttges Bedenkei. 
Denkt man üeh in, der anderen Halbebene mit gldchem Abstände die 
Aqnidjstuite Corre eonstrairt, so wlre jenes VeridÜtpis» jetat gleich 

e n Bctsen, nnd dien nl offenbar nnsDlisaig, denn der Absolnf- 
wertt des fi^Uehen Bmehes kau üeh doch nicht indem, wenn 
die eine oder ^ andere ¥on sw« sjmmetineh gelegenen Gurren 
xan Ausgang genommen wird. Es raosa sonnch der anabflüche 
AtaOntck für das bezügliche J'erkäilnät eine tt/mmelrüche Funk- 
tion der VerSadertichen ± k sein. Da gleicbseitig die beiden Glei- 
ehnngea 

sieht zu Becht beeteben könaen, so mftssen wir darefa Additi« 
aus ihnen eine neue bilden. Es iat mithin 



und dieser Funktion, die nichts anderes als der hyperbolische 
Cosinns von — ist, steht in der That die Eigenschaft, symmetrisch zu 
sein, zur Seite. Eterüc ksiehtigen wir, dass wir durch Betrachtung einee 
Spedaliklles für -j^ bereits einen anderen Werth gefnnden haben, 
so gelangen wir zu dem fflr die calcalatoriscbe Seite der nicht- 
euklidischen Geometrie fundamentalen Beanitate: 

Her Parallelwhikel B{p) itt ml der KormakUttanz*') p und 
der ConstatUen k durch die einfache Relaiitm 

coseeZ?Cp)-(So(f 

»erht&pft. 

Untere Herleitnag iat eine wesentlich verschiedene von de^ 



*) So nennen wir die von dem Paukt, dessen Parallelwinkel eben 
nnlenneht wird, anf die sngehSrige feste Gerade geflUlte Normale. Der 
Bnchstabe p beerichnet UnkUnftig immer die NoimsIdiBtans. 
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jeDigen bei Bolytü-Friachau/, welcher gegenSber aie den Vortheil 
liftt, Bolinaller und ohne die theilweiae verwickelten geomettlBchen 
BetTAcbtnngen, welche dort angewandt werden 36), sam Ender- 
gebnisB so Ölbren. Einen noch wesentlicheren Nutzen gewährt 
QBB im folgenden Paragraphen der Beknrs anf eine bereits im 
dritten Kapitel anm Absohlnas gebrachte Theorie, mittelst deren 
wir die geaammta niahtenklid Ische Goniometrie, deren Äafban 
bisher nnr anf reehneriBchem Wege erfolgte nnd n. a. in der oben 
erwähnten Grunerfitih^n Abhandlnng viele Seiten complieirtei 
analytischer Trauafonnationen erheischte, mit Einem Schlage und 
ohne Znziahnsg allen nnd jeden Calcnls erledigen werden. 

§ 8. Weitere goniometrische Fandamentalrelationen. 
In Eap. lU § 11 legten wir nns nimlich die Frage vor, ob es 
in ihnlichem Sinne, wie sich die Ereisfnnktionen zweier Comple- 
mentswinkel entaprechen, auch complemeotäre Hyperbelftinkdonen 
gibe. Die Frage ward dort bejaht, und swar in folgender Weise: 
Versteht man unter Tq and t, irgend iwei complementttre trans- 
seendente Winkel, unter u« und U] die zugehörigen hyperbolischen 
Argumente (gemeinsamen Winkel), so kann man eine Tabelle 
construiren (XVIII a, a. 0.)r welche je in einer Horizontalreibe 
vier zuaammengeliörige Fanktionen, awei eyklische, von Tq und ri, 
and zwei hyperbolische, von u^ und u^, zoBammengestellt enthält 
In der vierten Zeile der Tabelle finden wir angegfebeneosec r^ := 
S^ofu,; vei'gleichen wir diees mit unserer Formel von oben, so 
erhellt Folgendes: 

Der Winkel B (p) enttpricht einem hyperboüaehen. ArgttmaU 

r der Art, dass das zu -r complemenläre hyperbolische Argumeni 
als gemeinsamer Winkel zu II(p) als iransscendenlem Winket ge- 
hört. 

Dem entsprechend brauchen wir nur aus unserer Tafel die 
Kusammen gehör igen WertJio herauszuziehen und einander zuzu- 
ordnen, wie folgt: 

8ini/(;?) ==@ecy, ooBi7(p) = Ioi«b4-; 
tang/7(p) = Kofec^, cotangi7{p) = Sin -^; 
see l/(p) = Solans ^- . eosec U{p) = «oj \- . 
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Damit ist die Goniemärie der absolateo Geonetrie in der Th&t toU- 
dtiAdij; »hyjfihiaMPn. nad ea blugt voin fraea Willea des Biuxelneo 
ab, ob er sieh bü Bereehuaiigeii dec Krao- oder H7perbetfaaJEtioB«B 
bedieuen will. Gemischt tretsB dsg^^es dieselben asf ttei den Baeb- 
nnagen der ebenes Trigonometrie, za deren Fnndimng wir nnamefar 
ftbei^lien wollen. Hsn kann saeb hier ück verscfaiedeaer Verfitb- 
rnngsweisen bedienen 29); wir folgen wiedernm dem tob Bolytü nnd 
JVtfcAoi^äO) vorgeaeielineten Wege. 

i 9. Die niehtenklidiaehe ebene Trigonometrie^ 
GsDE ähn^i, wie diese Mich in der gewftbnlicben Banmlehre ge- 
schoben knnn, leitet rann nach fQr die abMdnte den Sets her, dnse 
die Peripherie des Kreises, na welchem die Hypotennse änes 
rechtwinkligen Dreieckes nls fiadins gehiM, nn der Pflrqiberie dee 
mit der einen Kstheta nk Bndiu beaehriebenen Kreises ein eon- 
Btnntes VerbUtniss hat, welches dnrch den äisns den Gegenwinkels 
der Knthete gemessen wird. Auf diesun Sit« beruht eraichtliefa 
die gessmmte ebene Trigonometeie; es bednrf nur noch eines nnn- 
lytiscfaen Ausdruckes Ar den Krüaomfsng. Derselbe bestiBiBt 
üeh fo^enderninssen 31). Sei AB (Fig. 39) senkreeht naf AC 
und Ci ein wiUkttrlioher Ponkt «nf AC-, Fig. 3». 

dwn folgt SOS den ächlnasreUtionon des 
§ 7 Mich noch 

tat AGB lÜR ABC 
= cos ACiB : ün ABCi — gof y 

od« dnreh Umstellung 
eoB ACß: cos ACtß^^a ABC: sin ABCi. 
Bezdchnet man dnrch Pir) die Peripherie 
eines Kreises vom Bsdim r, so hat man 
PiAC}: P{AB) = an ABC-.än ACB, 
P(AC,) : P(AB) = Bin ABCi ■ "» ^O^B 

oder durdi Division and Beiaiehnng der Eiierat genanntät Pro- 
portion 

PUC) : P(ACt) >» eolMig ACB : eotang ACiß. 
Durch C und Ct ziehe man resp. CC nnd CiCi' | AB und be- 
schreibe so diesen Parallelen als Axen die Grenzl)dgen CB nnd 
CiBi; dann ist, wie wir bereits wissen, das Verhältnis« der Greni- 
bitgen glmch dem der KreisamCtnge^ also auch 
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CD:C,J)i — «otADg ABC icot^ag ÄC^B. 
Nun denke loftn sieb wieder AB Itber jeäe Grenze binans wach- 
Bend; dann geheo die i_ACB nnd AC^B ia die den Abetlnden 
AC und ACi enteprechenden Parallelwinkel Il(AÜ) nnd n(ACi) 
Aber. Stellt aonneb r den auf einer Qrenzlinie gemesBenen Radine 
dei Kreises, y fie Kormaldiatanz vor, so muM jetst 

r tang i7(y) =« Gonet. 
Bein, nnd d« P(y) — ■ 3rjr ist, Bo baben wir (vgl § 8) 

/•(y) =« •2rx =- 2jt Coust. cotang i%) = Sjt Const. ©in -|-' 

Par y = mnSB das VerbAUÜBs — in die Kinbeit ultergehen; 
es muBB 

OAUBtetn ^ 
Sa L^l 

y 

j, = 
werden. Wenden «ir die on^ bekannt« BeiTunenlwickelnng fltr 
den byperttoliscben Sinus au, so wird 

y = o 
und es ergiebt sich nna das £aon«ä folgenden LehrBStses: 

Die Peripherie eines Kreises vom geradlinigen, Haltmester ff 
ist durch 

P(l/} = 2xk ©in |- 

gegeben. 

Nebm£n wir jetzt ein bei C reebtwinkliges ebenes Drüeek 
ABC, BO ist snnlobst 

P(a\ = P{c) nna, 

P(b)^P{c)äaß, 
wen» wir aucb flbc die nicbteuklidiscbe Trigonometrie die Euier'- 
sehe Bezeichnung^ weise consequent beibühalten. Setzt man fftr 
Piß) und P(b) die Werth^ ein, welcbe die soeben erhaltene Re- 
lation fUr y = a,b,c giebt, so erlialten wir als eratea System von 
Gmudgleichangen : 

L @in|— ©m|aino; ©a^ -= ©ib ^iüd^. ; 
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Den Beti-achtaDgen de» i 7 znfolge *) ist 

IL -r-3 — Mr' T"^™ "Sofr- 
■ini) 'A Bin« 'k 

AuB I. folgt 



ein t: Sin 

IIL Bin a = ; sin ß = —— 

©in 7- Sin 



und, io Verbiiidang mit II., 



k 



IV, coB a 



©in ^ Sin t 



Krhebt man je zwei snaammengehtirige Oleichn^gen in I. und 111. 
ins Quadrat und addirt sie dann, so folgt «mächt, da sin^ + coa' 
= 1 ist, 

Setst man in bekanntet Weise dnrchgilngig ®in* = ffio^* — 1, so 
erhSlt man 

oder veceinft^ht 

V. (£o|iM*--M|- 

EndlioU dividire man je eine Gleichung in IV. durch die ihr ent- 
sprechende in 111; diesB giebt 

cotang a = ; cotang ß ^ — t~ — ■ ■ 



Die Multiplikation dieser beiden Gleichungen liefert mit Rfick- 
aidit anf V. 

VL cotang a cotang ß = <&o\ j- ■ 



■) Diese BelationeD in U. sind evident die nSmlichen, vod welchen 
iv § 3 und 4 die Bede war, md auf welche wir durah Studium des 
Ifebelgesetses im dritton der dort unterBohiedenen Fälle geführt worden. 



S 10. Direkte Berleitang der Fnndainentalgleiobiiiigen. 32i 

Die Formeln in I, n, III, IV, V and VI enthalten den gansen 
Apparat, der snr AuflQrong irgend einer nnf dM reohtvinklige 
Dreieck beaflgUchen Frage in der nichtenklidisehen Geometrie er- 
fordert wird. 

S 10. Direkte Herleitnng der Fnndamentalgleiehun- 
gen. Vom rechtwinkligen Dreieck steigen wir auf, gant fthnlieb wie 
diesa auch in den Elementen in geschehen pflegt Zieht man in 
dem beüebig-BOhiefwinkligen Dreieck ABC, deeaui Seiten nnd 
6 c 
' k' k' k' 

die Hohe CD, so folgt ana den beiden rechtwinkligen Dreiecken. 
BCD nnd ÄCD dem vorigen Paragraphen (1) zufolge 

~. CD «. o . n -,. CD «,. ft . 
Sin-T- — ®mT-Bm|9, ©'«-jT ■= ©iKr wna 

and dnrch Gomparation 

®in p 8in ^ — Sin -r ain «. 

Hierauf cweimal die cyklieche YertanBchung anwendend, gelangen 
wir zu 2wei neuen äätsen; alle drei zusammen sprechen ^eh in 
folgender Form aus: 

VII. ©in r : @in -r ; ©in t- = sin a : sin ß : sin y. 

Um nun auch das zweite fflr das Dreieck charakteristische System 
simultaner Gleichungen zu erhalten, bedient AiAi LolmtschetvskyZ^ 
einer Ueberlegnug, welche FrischaufZZ) so wiedergiebt: „Die 
Formeln für das rechtwinklige geradlinige Dreieck gehen in die 
Formeln fflr das rechtwinklige sphkriache Dreieck Aber, wenn 
ö 
' Ä* 

fttr k den Radius der Kugel setzt. Hau kann daher bei der Ab- 
leitung der allgemeinen Gleichungen der ebenen Trigonometrie 
aus denen des rechtwinkligen Dreieckes nicht nur denselben Gang 
einschlagen, wie bei der Ableitnng der allgemeinen Oleichangen 
fttr das sphärische Dreieck aus denen des rechtwinkligen, sondern 
sogar aus den allgemeinen Gleichungen fttr das sphärische Dreieck 

die fttr das ebene erhalten, indem man -r-t -r> -r statt der Seiten 



k k k 



a, b, c setzi" So findet i 
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icoB« ^ — ooftß ci)»Y + ÜB ß tin y <Sof t^i 
coB j3 ^ — cos }• cos a + Bio }■ sin a f&o\ j i 
cos 3* = — cos a COB j3 + sin a sin ^ Ci)[ r • 
.jSof J - e.I^ M|-Sin| ein^-cot«, 
ii I Kof ^ ■— eof f «»f I — ®to J Sin i coB ?, 

An sich iä't'gegeii flen AiulögleBcblaBB, dem wir die Äiifiit«UnDg 
der bezüglichen Systeme verdanken nnd dessen Verwenäniif uck 
aus Rflcksichten der Ettr^ im hohen Grade empfiehlt, gewiss 
nichts einzuwenden. Spexidl far '«Bseren'Sndzweck, wie wir 
denselben am Schlosse des § 5 prAoisirten, reicht diese Induktion 
jädtfüh Meh taicht hib. Wir beachlosaen js damals gerade, direkt 
dta Hadiweis fttr die Identität der nichtenklidiscben mit der 
Geometrie auf die Psendosphäre zu erbringen,- und diess so&te 
dadurch geschehen, daas wir zeigten, wie für das nichtenklidisdie 
Dreieck Aiudestens zwei Systeiüe simnitaner Hänptgieichungea 
genau die nämlichen seien, wie für das geod&tiscbe Dreieck aof 
der Fläche von constantem negativem Krümmungamsass. Theil- 
weise ist dieser fdentitätanachweia bereite geführt, indem unser 
System Vit mit dem von CkrUlojfel für die Paeudosphäre ge- 
fundenen Sinussatz durchaus übereinstimmt. Nunmehr aber ist 
es noch unumgänglich nöthig, auch für eines der beiden Systeme 
9111 uad IXt dciren Gültigkeit wir bisher nur asf dem Wege der 
nnvollstlndigen Induktion erkannt haben, jene Demonstration nach- 
zuholen. Welches wir wählen, ist an sich gleichgültig, und eben- 
so, welclie der Gleichungen eines Syatemes wir herausgreifen; 
wenn wir also im Folgenden, lediglich auf die strenge bewieseneit 
Satze äes '§ 9 gestützt, die Richtigkeit z. B. der Gleichung 

cöa 7'== — cos a cos ^ + sin « sin ß (Sof v 

a posteriori darihun, so ist der exakte Beweis für die in § 5 
mtfgestellten Behauptungen erbracht: 



.;, Google 
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Sei ABC (Fig. 40) noaer Dreieck, "" - * 
SsXii Cß ia die Wink«! V> = CBD 
niid yi « i)ir,tf. Dieae Winkel im 
Wvobiieii, miM nnwr entei Be- 
streben sein. Zunichst folgt «us dem 
rechtwinkligen Dreieck ABD nsch, VI 

»otMgy eotwige — ttof-r' 

cotftng^) ^ tanga Sofr* 

Andereraeita liefert ebenfalls nacb VI nud I das rechtwinklige 
Dreieck CBD die Glaichangeu 

cotangT* cotuigif — ■ ^"f X^* 

ain/ "^ Ä 

Werden sam Zwecke der Elimination von v dieae Glcicbnugen 
Anmh 'äuMruktlon verbanden, nMbd^eiit -«Hn rie ▼«rher qnsdrirt 
hatte, ao ei^cbt sich 



oder, wiederum iMch 1, 

ain'a Sin^T; 
cotangV cotang»ip -^^ 



w«riiaa aiidt 



i/Bin»7 + sin*a ©iit*-Tr 
cotangtp = — — - 

"^ CM/ 

bereebaet Weiter «her indet mau 

ooting ffi + ootutg V 
tto(77 sinal/ain^y+Bin^aSÜl^r — «"^ °™I* 
öoaal/ ein'7 + «n*G ©ilt^r + ^ofx ""** •'o^/ 
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Ist nuD die obige, einetweilen btoB hypothetisch aogenommene, 
Gleichung richtig, bo mnsB der »na ihr bestimmte Wertb t&r 
cotang^ mit dem soebeB emlrten elnerl« sein. L0Bt man die 
nir ß stets quadratische Gleichung das einemsl n«ch cos^, du 
ftudereiuil nach sin ^ anf, so erglebt sieh jewtils in bekannter 
Weise 

twß =1^ 

l/8in*«Sef»T— cOB')'+*Iii*«Stn'jl£o(*T-— «ÄB*«€tfl'j^cofl*j'+«»s*««'"V 
— eosK coay 



^sin'acoB'}'-f oos'a — □oB'y+sln'a eoB*a ©in'^ + Bioacosy Sol-r 

H-Bin»o®ht»c ' ■ ■ 

Beide hier «nflretende Radikale lasieo uoh erheblich vereia- 

fachen. Wir setieii — co8*7+ cos*« cos*/ = — cos*/«!!'«, 

— 8in*a®in*^ oos*y — aia*« cos'/ = — sin*a cos*)* Cof* v, »er- 

eipigeudiew iftit ^in^tz.Coj^v >« siD^a.sjn'j'SDf'j nod kOnnes 



jetat Qio\^aiaa vor die Wnrsel l/ainV+sin^ @in*-r seteen. 
Andererseits ist im js«eiten WorzsUmdrnek , 

cos'« — CDB^a oos'7+ aia'a coi'a ®in*,x 



setzt man die so gewonnenen Werthe ein, so iat der inänktoris^e 
Werth fflr cotang^ mit dem. für cotaitg (gs + ip) errechneten offep- 
bar identisch, and es ist sonlit durch nnmittelbare Vergleichnng 
die gevUnschte Verifikation geleistet. *) 

Da sonach du auf konsequenter Dvrch/'ühfung der Bolgait- 

*) Da es auf mOgllebst oanciae Herieitnng dieses Resaltatea ankam, 
■o hfben wir den — allerdiogs minder eleganten — Weg der direkten 
Verifikation besohritteDi BclbstvoratändKeh kUnnte man auch unsere 
SchlHBse, die ja Bämmtlicb oonversibel sind, umkehren und dadurch 
einen Btreng Bynthethohen BeweiB Vis die Richtigkeit des fragUehea 
Lehrsatzes gewinnen. 
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sehen Festsefzrmgen beruhenden trigonometrischen Fundtmental- 
gleichungen mit den von Chrittoffel ßr die Fläche eowtanten 
negativen Kriimmungsmaasses gefundenen idenii$ch lind, sobald 



der absohitcH mit der pseudosphärischen Geometrie ausser Zweifel 
gestellt. 

§ 11. VerBohiedene Formen fOr die Oleicbnog der 
Geraden. Der wesentliche Theil unBerer Anfgibe ist jetzt gelöst; 
die Formell der beiden letzten Paragraphen ermöglichen ea nns, 
alle Probleme der abaolnten Geometrie ganz ebenso &naljtiBch 
and eventneil hinterher anch conatraktiv zn behandelii, wie bei 
Zngrnndelegnng der g^ewObnUcben MaaBsbeatimmnng. Lediglich, 
um Beispiele zn geben, boH noch in einige Spezialitilten besonders 
eingegangen werden: wir wählen die Aufstellung der Gleichung 
eiaet geraden Linie nnd>dte damit in naher Beziehung stehende 
Bestimmang der kUiBesten.: Entfernung zweier Punkte, sowie die 
Flichenberechnnng för ebene- Figuren nnd die Inhaltsbestimmung 
fllr Körper. 

Der theoretisch zunächst gebotene Weg ffli' die Lösung der 
beiden an eraterer Stelle genannten AufgAben wäre der, den Inte- 
gralausdruck fflr die gerade Verbindungslinie zn suchen nnd den- 
selben einem Hinimum gleichznsetxen. Man wQrde dann 34) nach 
den Regeln der Variationarechnong die Bedingung 

/ 1/ ^Of* I rf^* + ^y* = Minimo 

zu erfflUen haben. Andererseits hat jedoch Frischauf^b) gezeigt, 
dass man auch durch elementare üeberlegungen die fraghche Glei- 
ohnng erhalten kann; nur macht sich alsdann ein gewisser Üehel- 
stand insoferne fQlilbar, als drei verschiedene Fälle gesondert in 
Betracht gezogen werden mflssen. Das nachstehend zn Grunde 
gelegte Coordinatensystem ist das gewöhnliche orthogonale. 

L Die Gerade, deren Gleichung zu suchen ist, schneidet 
die Abscissenaze im Punkt A , der von Anfangspunkt des 
Sfstemes die Entfernung / bat; der Schnittwinkel sei a (Flg. 41). 
Der willkürlich herausgegriffene Punkt M, dessen Coordinaten x 
und y sind, werde mit verbunden; bedeutet JV den Fusspunkt 
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der Ordinate von *, «p den LA0I9, ^_ 

u liefert du rocbtwhiklige Dreieek OSSN 
die Mden Gleichniigen ($9)*) 

Uefa: Kofj,— Hof 0;tf, 

gilt ^ -n ©in OM ain 9>, 
warans sich 

Bin 01 ^ , ■ 

b^Btimmt Andererseits folgt für du scliiofwinlilige Üreieck ^0# 
nach dem Sinnsaats (5 10), da anch Koj^W-» Sof^/FCoty 
e:of{/— xXSof!/ ist, 

Äaa ^ 1/goPg gcPy— 1 
BiDiP "" l/lSo(»(i~j:)ttopy— 1 * 

Siny 

Bin a ^ ■■ :-- ■■- ■ ' 

l/aoP(/— a:)(CÖPy— 1 

I hienkm tanga naefa bekMiiit«r Pomel, so folgt 

®iny 



tang a » - 



'UofM/— *) eoPy-«cPy 
iiny lonfly 



Will mkn, ähnlich wie man eB in der aBalytischen Geometrie der 
Ebene macht, eine Normaifwm fflr diese Gleicbnng herstellen, bd 
Bcbrelbe man znnSchst 

Xangy = (@inf tasga) Sofx— (Sof/ takga) ®mx, 
werden die eingeklammerten Aaadrttcke reap. ddrcfa m nnd (— n) 
ersetzt, wt erhält man alt Normalform der Gerade ngleichnng 

Xangy — m (Jolaj + n ©ina:. 
Die ffeametriBche Bedeutung von m and n erhellt, wenn resp. 
j; ngd y der Null gleich geaetat wird. Im erateren Falle isl 
Q^fx-= 1, @tnx = 0, 

f» = Xang y«, 
wenn y« die Entfernung des Durchschnittes der Geraden mit der 
Ordinatenaxe vom Ursprung Bignalisirt; im sweiten Falle hat mm, 
wenn Xq eine analoge Bedeutung hat, 

n — — lattfl yo ffiotanfl 3^0. 



t) Der Einfachheit hdber wird In diesem Paragraphen k = I geseM 



S 12. FlSchenbereohnung in der ftbeoluten äeonetric. 3*j7 

XI. UnseTo Gerade liift der AbacÜBeuxe parallel, Bcbneidet 
dieselbe alao im Une^ndlichen. Jets^ ist 3% =< ± oc , üotaim 'x:^ 
^ ± 1 < sohiii die GleichnDg 

oder vereiafacht 

lang V— ± ^m yt «""■ 

m. Für eine die Axe nicht Bohneidende Gerade ergiebt sich, 
anter p die NormKldistane vanitaiideB, die Gleichung 

lanfly « longp (Eof (a;— /), 
wo / jenfi AbaoiBSe rorgtellt, Uii welche jf^p nnd zogleiob ^ 
absolntee Ordinateomininium ist. 

Seien nnn 36) M^ aijd M^ zwei Pnnkte von der Entfernung d; 
gegeben seien dieselben durch ihre reehtwinkligen Coordinaten 
OPf =-=Xi, PiHfi •= y%, OP, « %, PtMi =- y,. Fällt man von 
Ml anf M^P^ das Loth MiQ — welches also jetzt der X-J^w 
niclit parallel ist — , so ergaben aich ans fem reclitw)i)kligen 
Dreieck MtM^Q in Vert^^(i«g mit den aoeben gefundenen Be- 
lationen die Gleichungen 

Da ^^1 ^ tji — P%Q ist, so kann man ans diesen Gl^chnngen 
die drei HtUfsgrösseB M^Qy QJS^, P^Q diminjien nnd die neHc 
Glticlrnii« 

erhalten. Dieselbe iat das roUAftndige Analogon jener Formel 
mittelst deren in der Sphärik die kUrseate Entfer^nng zweier dnrcb 
ihre sphSrischen CoordUtaten (^ B. Azlmutfa nnd EChe) fizirten 
Engelpnnkte berechnet wird; dieselbe verdient insbesondere anch 
deswegen bemerkt zn werden, weil in sie die Hyperbelfnnktiooen 
ansschliesslich eingegangen siiiid. 

§12. FUohenberechnung in der absoluten Geometrie. 
Der Ansdrnck für ein ebenes Fläche nelement ist leicht aufzustellen, 
sei es nun, dase man rechtwinklige oder polare Coordinaten be- 
rflckeichtigt In ersteren Falle betrachte man ein von z.w^ nnend- 
lich benachbarten .Ordinaten y and (y-^dy), dem zugehörigen 
Abscisaenstück dx und dem Ourrenbogen be^enstes FlSchen- 
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v;^ 



AlOIlfl^ 

long» 



oder weBn 
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328 Die rechMriachen Onrndltgen d. nichtenklldfaeheit Geumettie. $ I!, 

element und theile dasBelbe dnrcL Linien gleicheo Abstandes in 
nnendlich viele Quadrate dx\ Dsud ist 37) 

wo dh die IMstans je zweier Theilsngslinien ist Durch einmalige 
IntegriitioD findet nutn 



Sind Folarcoordin&ten gewählt, so beschreibe man nm den Fol 
hemm nneDdUch viele Kreise, deren Ridien stets nm dg wacbsen; 
die FiKche eines solchen Kreisringes von der Breite dp ist dann 

Pia) dff — ixk @tn ^ dp. 

Einige Beispiele mQgen die Anwendbarkeit dieser Formela iUa- 
Btriren. 

1) Fllr eine Linie gleichen Abstandes Ist 
^ » ;> — Oonst, 
also 

k 
Für k •= oc geht die nichteaklidieche in die gewöhnliche Geo- 
metrie über; dann Ist x ^ (kxj + kx^+ ...) ^ px — die be- 

kannte Formel fBr den Recktet^t^nhalt 

3) Fflr eine sar J'-Äze parallele Gerade ist, da nach § 11,11 



§ 13. ^llclffinbenubiiniig in der iitnulaton Oeoiootrle. 

geaetst wird, ^ 

J BinWCOBU '' ^ 

reBp,, Vena und x sls GrenEen gewftiilt werden, 

z 1' |«rciin(lan9^e~rl 

= — Ä'f «c 8in flanfl ^- e~* ) — *» «n Imi9^)- 
Dn 



1«»,! = -- 



21 * 



^^— f + li-S-- 
iBt, BO wird, Bofeme man von der enten Reihe nnr Abb erste 
Glied nimmt, 

,,.—1. rf-i. 



1— S^ 



1.8:1+ »! * 



'" 1-1 81+ "'-2TT + -'- 

2 *' + •■■ 
Für A ^ oc wird Bonach z — > ^ a;, d. li. wir hallen wiederum die 
Recfateckaformel der Planimetrie erhalten. 

DaBB in beiden Fällen die nämliche Relation Bicli ergeben wurde, 
war zu erwarten, da ja Linie gleicher Distanz und Parallele, BO 
TerBohieden in der nichteuklidischen Geometrie, der gewöhnlichen 
MaaasbeBtimmung gegenüber ein und daeaelbe Bind. 
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330 nie rechnerischun GrnndUgen d. nickten kHdiwtiffli Qeumetrle. g 13. 
3) [>er Ii)h»lt eiuea EreiseB vora (geradlioigeo) RadiuB Xt iit 
z — 2xkr' ®ht I <& = 2 JT*' jVof I ■ 



Die Bethenfllihric&«l«n|; ergiebt 

1 x* 



.-4,*.(^ 



Wenn k = <x, wiid, wie erfordeTÜfdi, 

^ "— XX* . 

§ 13. Körperberechnung in der abaolnten Geometrie. 
Einen Kdrper serlegt man durch nnendUieb viele benacbl>aTte 
Flächen gleichen Abstsndea zur BsbIb in Schichten. Ist / die 
Ornndfläche, t/ der Abstand einer solchen Schicht, so wird du 
Edrperelement 



di,_/-Sof»|dy, 



wo / o» AUgenciMn (A»t FnnktioB tob y Amtellt 38). 

1) /" sei conslant. Dann iet allgemein 

V — ikfiBia^ + iß. 

Für k = oo wird hieraus v — » -i/Ä + ifh, d. h. man hat hier dM 
nichtenklidiBcbe Änalogon des gewöbnlicl>en Prism&'B vor sich. 

2) Hit dem geraden Kreiscylinder, als Spezialfall des PriBmVe, 
hat sich eingehend v, Frank 39) beschäftigt. Fttr die Basis /haben 
wir soeben in § 13 den Flächeninhalt hergeleitet; ea ist also jttst, 
wenn Zi seine vorige Bedentnng baibehält, 

somit, wenn wir zwischen den Grenzen nnd h integriren, 

V = 2xAi ®in'g(A + 4Ä ®hi^P - 
Für einen gegen oo convergirenden Parameter k wird hieraus 



*) Die äcfalQBsfomel bei v. Fnmk (a^ a. 0) iet dueä cisan Dnck- 
fehler entstellt 
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IHese Eienpel mOgoD ali PrototTpe für die der «bsolaten Geo- 
metne eigeiitIttUalicheii Knbatareo gesOgea. 

S 14. Mtbnigfiltlgkeiten höherer Ordnung. IMe 
Wichti^üt der Hjrperbelfnnktionen iBt ftr MhBnigfaltigkeiten 
höherer Ordunog geDau die gleiche, vie i&r polche tod zwei 
DimeoBiODen. Dm diess tn zeigen, beBtimmen wir nxoh ^isch- 
oufaö) in einem nhch anBgedehnten Pnnk^anm die Entfemung 
^ zweier Plukte, deren Coordinates bezflglich 

X|, Xi,Xi . ..Kn nnd «i", Xi% ata" ... x^ 
Bind; — -r^ sei das (negative) KrttmmnngBmaaBs des RaunieB. Die 
Snmine der Qnadrate (a;* + 3H* + a4' + . . . + a:W^ aei •= a'; das 
Linienelement ist 

''k 



'-n 



Dieser Ansdmck bqU ein Hiumnm werden. 

Han betrachte x, Xx, x^ . . . x, ala FHnktioneu ein 
derlicben t and setze *) 

_- i —xf^ (i -= 0,1,2 . . . n). 



^3:,* — ^, '^x\'i^L-\-a\^+XL=V, 
t=U (=0 

I X eine Funktion von ' bedeutet, und bilde nun die Vatiatisn 

n -77* ^B ^'^^ zuoA^bst 

Vdt = 0; 



ii}-'f^ 



©• 



entwickelt man ^['t}' ^ ^o\%i weiter 



») Der Index wird lediglich aus Gründen der SymmetTle mitge- 
ftlhrt; da, wo er m stehen kihne, let thatsSehlich Überhaupt kein Index 
vorhanden. 
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= ((-o,i,a,.. 



n). 



Da fUr die Qrebzwerthe die Vaiintionen (fx, sich annntliren , so 
gilt ein Gleiches snch fOr die inent stelieDde Summe; die dann 
noch nbrige Gleichung serftllt i» folgeade (n + D Gleichungen: 
8P_rf /»F\ 
ix, dl\daS'J 
Da aber 

dV jr , „, BV „, SV a^ ■ 

ox x^ Sx, " ab', aij' 

ist, so haben wir (n + 1) neue Gleiehnngen gewonnen, die so aas- 
sehen: 

-l+^^-KÄ)-». ^^.-l(Ä)-°('-'.^-")- 

Durch HuUiplikation mit x, Xi, Xj . . . Xn und nachfolgende Addition 
fliesst hieraus 

Durch unmittelbare Differentiirnng des Auadmckes — |_f_i)ergiebt 

O'KxÄ / 
sich, dasB nnsere Gleichung die Form 

—2Xa^ -= 0, A -= 
annimmt 

DemgemäBs haben wir für die kürzeste Linie folgende« 
System von (n + l) DifferentialgleichuDgen 

i+i(ä)=«^i(S)-"-.--* 

Die letzteren lassen sich ohne weiteres integriren; es ist 

*,'— C^xÄlf-^ 1,2..'. n), 
unter Cx . . . C^ willkfirliche Constanten verstanden. Setzt man 
'S] Ol » C», So wird durch Addition 

r ±'^ 

.,ji,.,.i-.:,G00glc 



g 14. HMuighltiitksiteii IiUherer Ordonng. l^.HS 

Dfld dieser Werth fDr X lOst aach di« einaige oooh nicht spesiell 
belrsehtete I>iffereutI«ig;teioliung:. 

Ist ä<( das Element der kUrzeBten Verbindangalinie, ao wird 

äo — k —dl-= — k — , . , , p— — * / — - ■ +Qo, 

^ X x^l — Cßx*^ J x\/l — C^x'i * 

wo Qt die IntegratioDaconstante. Die Integntion ergiebt 
Q—(fü -= * ateffiof Tp. Cx 



Bedentot nuti^ jenea x, welches dem Anfiingapnnkt x,', Xt"... x," 
der klraeaten Linie entspricht, ao wird, da hier p » 0, 

Cr»— -^—, 
lud darch Verbindung dieaer Gleiahnng mit der vorigen folgt 

Die Glei«liang«i det Linie (i. olmi) ergeben 

dx,= C,xXäl (1 = 1,2 ... n), 

^< = ^ iQUfl *-^ ■+ A, {* - 1,2 . . . n). 

unter den A die neuen lutegrationaconatanten verstanden. Bildet 
man jettt die Otfferensen ;iti — arj» x^ — xj* . . ., so wird 

(x^—x^y — C,»j;>3;(* ®in* -J (t = 1,2 . . . n). 

Addirt man diese n Oteiebnngen, so ergiebt sich 

2 (a* — x^X\'' — . . . — x^x,"] — x^ — x^^ 
x^ ©ini -^- 
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(tg liaat sich loit BeihUlfe einer unserer saletzt erhaltenen Glei- 
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cliDpgfiD farteobuffen; tfaat man dieas, so gvUngt in&ii >a dem 
DiBtanzanadnick für eine beliebige g/akrammte lUaaigf^tigkaUi: 
Kirf -^ •*. o' — Xix\ — ■■ ■ — x.x." _ 
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Kapitel TU. 

Allgemeine Betrachttmgen über die Generaliainmg matliema- 

tisoher Begriffe and Probleme. Ausdehimng des Begriffes 

goniometmober FauktdoneD auf Gurren, welchen die Qleiobang 

jr^iy = 1 mkommt. 



i 1. Verallgemeinerung beschränkterer GeBtehte- 
pnnkte A%s Endziel der WiBsenscbaft. Der PortBchritt 
innerbslb der Wisse nacbaft vollriebt sich im Allgemeinen nicht 
in der Weise, daea gewisse Probleme, die man ans ii^endwelcben 
Gründen zu stellen sich veranlasst aab, nnnmehr von allen Seiten 
her angegrifiton und mit vereinten Kräften ihrer LSsang entgegen- 
gefahrt werden. Die Erfabmng lehrt vielmehr, dass gerade an 
Sttlehen Aufgaben — ea seien als die bertthmteBten nur die Ver- 
doppelung des WflrfelB, die Dreitheilang des Winkels, die Quadratur 
des Kreises genannt — der direkte Ansturm sich in der Regel 
vallatindig nutzlos erweist, und dass lediglieh ein indirekter Gewinn 
für die Erweiterung des Wissens aaB den voraufgegangenen An- 
strengungen sich ergab. Im Oegentiieil hat man späterhin in den 
meisten Fällen erkannt, dass Jene Erfolglosigkeit nicht sowohl in 
der Schwäche des mejischiichen Denkvermögens, als vielmehr in 
der eigensten Natur der Sache begründet war, und daas die Frage- 
stellung eine ganz andere werden musste, um zu einer wenigstens 
theilweisen Besutwortnug durchdringen zn können. Die wirkliche 
Er weiterang unseres wissen schaftli eben Horizontes vollzog und 
vollzieht sich noch heute langeam and stetig, nicht ruckweise, und 
ala die eigentlich treibende Ursache in diesem nie stille stehenden 
Entwickelangsprozeas erkennt man bei genauerem Zusehen nn- 

OOnihtT, hrpcrboL FnakllonaB. 32 



, L .OOgIc 



338 Allgem. BetntohtnnKen Qb. ä. GeneraliBlmng math. Begrifft etc. g i. 

schwer die immer wiederkebrende Erkenntniss, daen ThatMcheo, 
denen mxn bis dabin nar einen beacbränkten Gflltigkeitsbereich 
tagesteben zu mflsaeD gcgixnbt h&tte, in Wirklichkeit auch bei 
Wegfall dieser BeschranknugcD noch ihren vollen Bestand behaup- 
ten, ja vielleicht sogar eine erhöhte Bedeutung gegen früher ge- 
winnen. 

Ea ist für Jedermann, der auch nur eine oberflächliche Eenat- 
nies von dem geschiehtlicben Hergang besitzt, eine sehr leichte 
Sache, diese unsere Behai^tpug durch «ine FQlle von Beispielen 
zn belegen; eine zwar gedrängte, aber gerade nm dess willen 
besonders TerdienstTolte DarrieUung einiger fianptpnnkte ist ron 
unverzagt 1) gegeben worden. In erster Linie steht natflrlich die 
allmählige Äasbildung des Zahlbegriffes, in deren Entwickelnngs- 
•tadien wir besonders deutlich ein Spiegelbild des erobernden 
Menschengeiates erbReken. Es ist wahrlich eine grosse Kluft, 
die zwischen dem ausschliesslich ganzzahligen Zalilcnhewusstsein 
des Naturvolkes nnd den geistreichen Untersuchungen des zehnten 
euklidischen Buches «ch öffnet, eine mindestenB eben bq grosse 
trennt die klare Auffassung der griechischen Oeometer betreffs 
des Irrationalen von Jenem Zeitpunkt, da man auch den imaginären 
Grössen das volle Bürgerrecht znzugeateben sich entschlosa, und 
wieder bedurfte es eines Jahrhunderts angestrengtester Gedaaken- 
anspannung, um. zn der Coneeption einer rein formalen ZahLen- 
wissenschaft im Sinne eines Hamilton, Hankel und E, Schraeder 
sich aofzuarbeiten. Dem Hellenen war sogar in der elementareo 
Phinimetrie eine Schranke geeogen, deren Bxistenabereehtignng 
die «euere Zeit vollstäDdig verneint hat; zwischen den Seiten und 
Diagonalen eines regelmässigen Polygous unterscheiden wir nicht, 
da wir wissen, dass die verschiedenen reellen Wurzeln ein and 
derselben algebraischen Gleichung zum geobietriachen Correlate 
eben jene Linien haben, allein noch am Schlüsse des vergangenen 
Jahrhunderts wehrten sich Gelehrte vou Knf gegen diese ihrem 
coneervativen Sinne unbequeme V^allgemeioerung ^a Qberkomme- 
neq Vielecksbegriffes. Noch näher mag es hegen, an jenen gross- 
artigen Bruph mit der alten Tradition zn erinnern, der iu den 
letzten Jahren dazu führte, nneeren Anscbaunngsraum, der atete 
als etwas Eigenartiges, mit anderen Dingeu Unvergleichbares be- 
kachtet worden war, dem allgemeineren Begriffe einer homogenen, 
m^hrfaeh ausgedehnten, Mannigfaltigkeit su subsumiren und somit 
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eioe nnivQTMla Hetagötmable sn coutrnürea, die <!«■■ wiederam 
oater dem Eisflaue der Grassmaxm'aobm ADflQhsaangwQiHii ss 
der oben berQbrteii UmgealaltuBg der Zablbegriffe in aalbe fia- 
siehnpg trat. . Und «ie im Groaun io den bier ezdrteiten nebr 
prinoiiHetleii Fingen, ao erging eg ancb in aUen SgteusUbeorieeB 
der WiasenBcbaft; enge Definitipnon wurden erweitert, so dneg üe 
die ßrilheren als UnterfiiUe tunaehltwien, and was bisher als In- 
begriff eines gqwiagen begreniteo WiaienBgebiete» gegoUea batte, 
erscbieu ninmebr nur noch als Tlieil eines grCssereo Qanxea. 
Sowie aber Orensea beoacbbarter Territorien lUnansgerttckt werden, 
Itann es oieht fehlen, daas sie gegenseitig in einander Ubergr^fent 
und BO mttBBen stets aufs Nene Doktrinen, diß bisher gesondert 
neben eiuand«£ atandcB, s«r BerOlirung und wecbwiseitigen Be- 
frnchtung kommea. 

% !}. Hanker« Petmanenagesetz. Die Frage, n»eb wel- 
chen GraadsAtzen in einem gegebene« eoncreten Falle die deno- 
ralisirnag eines matliematiaclien Begriffes vorxaijpbmen sein, werde, 
kann liier meht entsehiedea, ja kai)m aufgeworfen werdpn: aie 
gehört ia eine allgemein-wisaenechafliliGbe Hodegetik, in die phUo- 
sopfaische Uethodenlebre. Mau kann einräumen, dass diese Disei- 
phn gerade iu dieser tliniüekit nacb Mancheilei zu wflnacben (Ibrig 
ÜUat; die Lehrbücher der formalen Logik begnügen sifh mit ap 
allgefflWD gelialtenen Betrachtungcm, da» gerade ftit den Mathe- 
matiker nur wenig wirlUich ErspriesMioLtea aus denselben zu ent- 
nehmen ist. Um so hoher dOrl'en wir es schätzen, dass neuerdings 
«in Fachmann, dem zugl^li eine ungewöhnlich hohe technisch- 
philosophische Darchlülduug zur Seite etaud, an diese Aufgabe 
herangetreten ist und dieselbe, weDigatenB nach der eiuen Seite 
hin, auf das Erheblichste gefördert .liat. Es ist diess Hermann 
Hankel, sein Permanensgesetz die Leistopg, durch welche die 
sogenannte Metaphysik der Grösseulehre auf eine voUkommen 
nene Basis gestellt worden ist, 4cren treffliche Fundirnng jedoch 
noch keineswegs die ihr gebilhreude allseitige Würdigung gefüllte)) 
zu hal)eii soheint. 

Wie schon bemerlU, ist Banket» Tendenz eine vou der 
nnerigen vencbiedene: seine Absicht ist es nicht spwohl, Begriffe 
als yielnebr Operaüonagesetze au veraUgemeiuern. Nachdem die 
Berechtigung ausser Zweifel gesetzt ist, mit einer gewissen Klasse 
von Zahlforme« Reohniuigaopecatioiiea.vofl bestimmter Art '^ßfü^ 
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nehmen, nstwaacbt er weiter, ob «nkloge Utofonnungen aoeh mit 
anderen Zablen vorge^ominen werden dUrfen, rmp. welche partielle 
HediAkttion jene OperatioileD sa erleiden haben, sobald sie auf 
irgendwetcbe aene mentsle Zabiobjekte tbertr&sen werden sollen, 
füt die anr Zeit nocfa — bis nnsere waebsende ErkenntnitB uns 
auch mit diesem rertrant gemacht haben wird — das anschantinga- 
miaaige Snbstrat mangelt. Der Qedankengang , weicher unseren 
Gewährsmann bei dieser Uebertegung leitet, ist tat ans rin so 
bedeataagSToller, dass wir rha mit den eigenen Wortea desselben 
darlegen ntCBBen. Naehdem Nanket ton den unter einander toU- 
kommen UDabhängigen Kegeln der gewöhDliohea Baehstabenrech- 
nsng gesproehen, fthrt er fort 9): 

nDiefie Regeln werden wb* enm Leitfaden nehmen und Op^ 
ratlonen formal so bestimmen, dass die Kestiltate in die der 
I^WöhBtieben -Arithmetik Übergeben, wenn au Stelle der mentalen 
Objekte, an denen operirt wird, solche in der Änachaunng exiati- 
reude Objekte getreten sind, deren g^enseltige Relationen dnroli 
gemeine Zahlen kosgedrttekt werden. Der hierin enthaltene 
hodegetische Orandsatt' kann al» das Princip der PermOHem der 
formalen Gesetze bezrichuet werden nnd besteht darin: Wenn 
Ewel Id den aKgemeinen Zeichen der Aritbraetica unfrersalis anflge- 
drOekte Formen einander gleich rindj so sollen sie einander aacb 
gleieb bleiben, wem) die Zeichen aofhttren, eisfaehe OrOsaen an be- 
zeichnen, und daher auoh die Operationen irgendwelchen anderen 
lahidt bekommen."' 

' Dieses wiehtige nnd von einer grossen Aniabl hervorragender 
Foraeher langst^ wennaebon halb nnbewnsst, ai^ewandte Gesetz 
bedarf jedoch eines GorrektiTes, ohne welches es zwar niemals 
zu falsehen, wohl aber za nngenieBsbaren Ergebniesen fuhren 
würde, ohne dessen Beachtung, wie sich Bankel <a. a. 0.) aaadrflckt, 
man Gefahr liefe, In's Abstruse zu verfallen. Es soll damit gesagt 
werden, dass es kdnen Zweck haben kann, sich in Regionen zo 
-verlieren, deren Kenntniss irgend einen Nutzen für die Wissen- 
schaft anf ihrem gegonwirtigen Standpunkt niobt an iHeten vermag, 
ja deren filrforsebnng auch für eine spfttere Zeit, insoweit wir 
die von der Wissenschaft «nznBeblagenden Bahnen im Voraas zn 
tlberUickCB in der Lage sind, illusorisch zu sein verspricht. 

I 8. ABwendang dieses Orandsatzes anf nnseren 
Fall An diese Anftlellungen Haakeb'a werden wir ans im Pol- 
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gcnden ftokbocn, ond es wird »ich E(?[gen, dxes, sobald die sua 
der Natnr der Suche uDmittelbu eDtflieBBenden AendernoKen an- 
gebracht Bind, die eoeben Torgetragene FoTmtilirnng anch unseren 
Absicliten OenUge leisten wird. Wir denken uns, um die Ideen 
einigerrosBsen zu fiiiren, irgend eine snalyUsche Fnnktion, der 
Einfachheit hnlber von einem einzigen Argumente abhängig, nnd 
nehmen uberdiesB, weil sich diess mit unseren weiteren Plänen am 
Beeten verträgt, an, es lieeae sich diese Funktion in einfacher 
Weise geometrisch interpretiren. Alsdann sagen wir, indem wir 
uns dem Wortlaute von Hankei'i l^noncä nach H{igliehkeit an- 
bequemen : 

Wir »träm deti gewähnltchen Funkti&mbegriff in Jedem 
einzelnen Falk zur Grundlage nehmen. Bierauf werden mr — 
sowohl in analytischer, wie auch in geomeiriscker Beziehung — 
alle jene Elimente in der Definition jener Funktion aufsuchen, 
Kelche den Charakter der Constanz an sich tragen, d. h. fär 
verschiedene spezielle Funktionswerthe sich nicht ändern. Biese 
sämmilichen Elemente lassen ttir variiren, entweder nur Je ein 
einzelnes oder mehrere zu gleicher Zeit, indem wir jedoch daran 
festhalten, dass die neuen Resultate durch entsprechende Spezia- 
lisirung in die uns geläufigen Formen sich verwandeln. Wir er- 
blickm hierin ebnen ailgemetnen hodegetischen Grundsatz, den 
wir wohl ais das Princip der Permmmz der formalen Eigen' 
schoflen und Beziehungen bezeichnen dürfen. Als Caulel gegen 
allzu rücksichtsloses Verallgemeinern legen wir uns selbst die 
Pflicht auf, keine Modalität des erweiterten Funktionsbegriffes 
zuzulassen, die nicht in einer direkten praktische» Anwendung, 
deren sie fähig ist, oder aber in threm Zusammenhang mit tMter- 
suchungsffebieten anderer Art ihre wirkliche Berechtigung findet. 

§ 4. Verschiedene Definitionen der Kreis- und Hy- 
perbelfnnktionen. Als jene Funktion, derffli einsegne Beatim- 
mnngS'Elemente der yarlirnng Oberlssaen werden sollen, ßuwen wir 

«in ) 



k*nBti,'sehr'Tflr8ebied«ii defiairea; wir greifen an dieser Stell« anr 
einige der bekanntesten nad einfachsten herauB. Es sind dieto 
fönende: 
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I. Gegeben ist eine Onrve, deren Oleiehnng die Gestalt 

hat, die also im Punkt x ■= Q, ^ -» einen Mittelpnnkt hat 
Von einem villkttrlichen Punkt der Cnrve ist anter einem rechten 
Winkel rfne Gerade nach jener Linie gezogen, für welche y ^ 
ist, nnd es wird jetst, orthogonale Ooordinaten voransgesetzt, die 
Absoiase jenea Punktes als Cosinus, die Ordinate als Sinns be- 
zeichnet. Verbindet man weiter den Carvenpunkt durch einen 
Fahrstrahl mit dem Mittelpunkt, so schlieaat dieser Fahrstrahl mit 
der positiven Richtung der J'-Axe einen Currensektor vom Flächen- 
inhalt ~^u ein, nnd Indem man die AhseiBse und Ordinate des 
variablen Curvenpnnktes als Funktionen dieser Grösse u betrachtet, 
ist die Beaeiehnnng ^. \u und ^r A^ vollatlndig legiUmirt 

II. Geht man aus von den DeBnitionen 

sin I _ tt* . «5 yi u» 

ifofl — i^sT + IT^sT + sr^P--- 

an«, so stehen diese tmden Beihen an einander in einer Besiehung, 
wellte a priori auch daroh die Bedii^ungagleichnngen 

[ sin iT — cos a; I [ @in x (5of x I 

jcoBx sino; I ' \l&o\x ®in:r] 
festgelegt werden kaan. 

III. IMe FnnktioneD, v«a welchen bislang die Bede war, 
kflanen als die Losungen gewisser fundamentaler partieller Diffe- 
rentialgleitchuagen Eweiter Ordnung anfgefaaet werden. 

§ 5. VeraUgemeinerang jeder einseinen Definition, 
äoeh^ »fir jetat in diesen versohiedenea Definitionen die einer 
Generalisünng Ahigen Elemente auf und ersetsen wir dieselben 
durch allgemeine. Indem wir der Reihe nach vorgehen, bemerken, 
wir zunächst, daas der Exponent 2 in der Curvengleicfanng Ar 
die nachfolgenden Bestimmungen niclit absolut maasegebend ist 
Wir k^nnea sonaefa als erate fita^M avf den von uns verfolgten 
Wege Aie nacfast^end baaelohnete assehen: 

1. Die obige Pefinition 1. bleibt ihrem vollen Umfangt noith 
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erhalten, wur tritt an die Stelle der dortselbst zu Grunde ge- 
legten Curvengleichung die folgende: 

Hier bedeutet m vorläufig noch irgendwelche rationale Zahl. 

Wh* gehen weiter. Jene Gerade, durch welche der auf der 
Carve sich bewegend? Punkt mit der Äbsciseenaxe in Yerbindnog 
gesetzt ward, bildete mit dieser letsteren einen rechten Winkel. 
Diese Beschränkung kann- wegfallen; indem wir die Anordnang 
troffen: 

2. Uiuere Definition I. bleibt intakt, abgesehen von dem 
Umstwtde, dass die von dem variablen Curvenpunkt nach der 
X- Axe gezogene Gerade mit deren positiver Richtung einen will- 
käriichen Winkel <p bildet. Das zwischen Punkt und Ä-Axe ge- 
legene Stück jener Geraden werde als Sinus, das durch sie auf 
der Ahscissmaxe gegen den Anfangspunkt hin abgeschnittene 
Stück als Cosinus im altgemeineren Sinne bezeichnet. Sinus und 
Cosinus sind nunmehr sowohl von dem variablen Argumente u, 
als auch von der Grösse tp abhängig. 

In der vorstehenden Definition ward der Exponent 2 fHr 
die linksstehenden Glieder der Curreagleiolinng beibehalten. Ein 
Gleiches ni$g« «neb jetzt noch gelten; dagegen geben wir jetzt 
der den Sinns repT&sentirenden Linie die Eigenschaft ziirBek, 
seukreclit auf der Äbsoissenlinie zu stehen; dafttr denken wir «na 
an Stelle der obigen Cnrvengleicbung die folgende tretend: 
Ax^±By't== 1. 

3. Wir können auch untersuchen, welche Bedeutung die 
uns geläufigen Begriffe des cykliscken und hyperbolischen Sinus 
und Cosinus gewinnen, sobald wir uns Kreis und gleichseitige 
Hyperbel durch Ellipse und Hyperbel schlechtweg ersetzt denken. 

Bis Jetzt war weBentlich nur die geometrische Seite des gonio- 
metrischen Fanktionsbegri£FcB für uns maassgebeud. Zar analyti- 
schen Auffassung übergebend nehmen wir unverzüglich wahr, dass 
die oben für Sinus and Cosinns aufgestellten Reihen als Spezial- 
tUlle in folgender allgemeinerer Reihenform enthalten sind: 

UP v^9 mP+*"' !fj4-3«« 

=*= ^ * ip+nq)\ ^ {p + 2nq)\ ^ {p + ^nqy. =*= ' ' " 

4. Das Studium dieser verhältnissmässig bereits sehr all- 
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gemeinen Reihe erledigt demnach implieite auch jenes der gemih 
mefritchen Funktionen. 

Andererseits haben wir gesehen, Haas die für die bfideo 
Grundfanktionen Sinus und Cosinus diBrakteriHtische Bedingnngft- 
gteichnng durch eine gleich Eins gesctste Determinante sweiten 
Grades dargestellt werden kann. Dieselbe ist im ersten Falle, 
wenn es sich nm die Kr eisfa Aktionen handelt, symmetral*), in 
anderen , wenn von den Hyperbelfan ktJonen die Rede ist, symme- 
trisch. Es liegt nnn nah<>, statt der blos 3 reihigen Determinante 
eine n reihige von analoger Beachaffenheit in Bedacht zn zieheD. 
Bezeichnen wir den cyklischen Sinne and Gosinas vom Ai^nmeol« 
X resp. mit 5D*(ar) und 9''(i), den hyperbolischen Siaaa und Co- 
sinus gleichen Argumentes resp. mit tp^x) und if '(^), so >i>id unsere 
bisherigen Fundamentalglelchnngen diese: 

Nnn lieg« eine Doppelreihe solcher Funktionen von ein nnd dem- 
selben Argumente vor: 

9d'{«), 9i»(a;), ^*[x) . . . gi'(x); 

VHx), V^(x), ipHx) . . . ifi'ix). 
Sollen aus diesen jeweils n reihige Determinanten sasammeDgestellt 
werden, so ist die Aufgabe, da ja jede Determinante n- Elemente 
aufweist, noch eine ganz nnbestimmte, und es bedai^ noeb einer 
weiteren Bestimmnng fiber die spezielle Struktur der betreffenden 
combinatori sehen Symbole. Es giebt nun wesentlich nur eine ein- 
zige Form, in welcher wir eine wirkliche, aus der Natura unseres 
Permanenz gesetses mit Nothwendigkeit sieb ergebende, Verall- 
gemeinerung unserer zweireihigen Determinanten erblicken tu 
dürfen glauben; es ist diess diejenige der doppelt orthosymmeirt- 
sehen, resp, doppelt- orthosymmetralen Determinante. Erstere so- 
wohl wie letztere haben die Eigenschaft, daas in jeder einzelnen 
Zeile and Colonne stets nur dieselben n Elemente, in stets ver- 
Snderter Anordnung, vorkommen, nnd letztere unterscheidet weh 
von der ersteren nur insoferne, als in ihr alle auf der einen Seite 
der Hauptdiagonale befindlichen Elemente das entgegengesetzte 



*) Die Begriffe werden als bekannt angenommen. Symmetral 
werden hier nach dem Vorgange Anderer 3) die ,d6tennlnants symätri- 
qaes gasdies' genannt 



n,s,t,.,.d.:, Google 



Sä. 



VtnUgemelneraBjt Jtöw oinselneB Deflnitloii. 



345 



Vorzeichen besitzeD, wie die uf der lodereB Seite beÜDdiicheB. 
DiesB vftramagesetst, kOnoeii «ir nan der von nna tu lOKoden 
Aufgabe die folgende Form ertheilen: 

5. Wir woilen den Charakter Jener Funktionen g> und tp 
sludiren, welche bizäglich durch die Funktionaigläckung 

"(»), <p^(x\ 9>Ha:),... <P'^Hx\ f^Hx), iff-^x) 



9''(a;)i —vKx), — v'(»). ■ - 

<pKx), ~<p\x\—9^(xl.. 

fp-ix), ^\x),'pHx),.. 



if,\x\ if>Hx\ ifi^(x) 
•Hx), ^Hx), r~Kx) 



= l, 



V-Kx), rW, vKx),:.V^-*(x), ^p^Hx), i!f~Hx) 



V*(«), vHx),ipHx),...ip\x), ^Hx), ip^ix) 
ipHx), f*{a;),ip»(a:),.i.V(a:), ^^(x), ip^ix) 
fpKx), tpHx), ip'(a:),...v-'(a:), V(xh V^(x) 
bestimmt sind. 

Ea wird sich später, in Kap. IX, faeranuteüen , in weleli' 
intimem Zusammenhang die in Nummer 4 nnd 5 gestellten Prob- 
leme mit einander stehen. 

Schliesslich endlich zttr entsprechenden Veratigemeinernng 
unseres obigen III übergehend, setzen wir fest: 

6. Ebenso wie die goniometrischen GrundftmJctionen des 
Kreises und der gleichseitigen Hyperbel, Je nachdem das obere 
oder untere Zeichen gilt, alt Lösungen der partiellen Differential- 
gleichung 8*M Zhi 

betrachtet wer dm können, ebenso giebt es Auflösungen der all- 
gemeinen Differentialgleichung 

Bht Shi S'hi 

welchen eine concinne geometrische Interpretation zur Seite steht. 
Unsere Absicht ist es, besonders mit Bezug auf diese letzlere 
die beireffenden Funklionen zu dUfcutiren. 

Damit ist denn nun das Arbeitsfeld, anf welchem sieh diese 
letzten Abschnitte Dnseres Werkes zu bewegen haben werden, aar 
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Oenflge charakteriBiTt. AnBdrttokllch eei noch bemerkt, St»a, &11- 
geuMtn betrachtet, eine etrengd BeaebTinknng snf die \n 'S, I — 6 
Dormirten Themata nicht gerade dringend geboten, dasa ea viel- 
mehr gar wohl mSglleh w8ro, je zwei, drei oder anch mehrere 
derBelben nnter einander in combiniren. Abgesehen jedoch davon, 
dass eine eingehende Untersiichong der Vcrbindnnig zweier Ele- 
mente nnr wenig Änesicht auf Erfolg bietet, aolange man rieh 
Aber die Natur dieser Bestandlheile noch nicht Toliatlndig im 
Klaren befindet, würden wir dnrch eine solche Äaedehnang nnserei 
Planes auch dhekt gegen jene RepreBflivmaaBregel veiBtosien, welche 
wir der obigen Fomnlining nnserefl PermanenigeaetzeB hioEuge- 
fügt haben. Je weniger weit die Grenzen nnserea Arbeitspensams 
gesteckt werden, um so mehr dürfen wir darauf hoffen^ wenig- 
stens die Grnndzltge nnaercr Terallgemeinernden Theorieen e^ 
schöpfend aur Darstellnng bringen %a können. 

§6. Die tongimetrisohen Funktionen. Der Rest dieses 
Kapitels ist einer weiteren Ausmiirnng von K. 1 gewidmet. Wir 
haben atldort dem Exponenten m ennichst einen sehr wdten S[Hel- 
raum sngewieaen, den wir sptter entaprechend zu beschrSoken 
haben werden. Ffir's Erste wollen wir den denkbar einhohsten 
Fall Tornehmen und m = 1 setien. In Fig. 43 sei AB — i, C 



der Mittelpunkt die- 
ser Stecke und zu- 
gleich Ureprong eines 
orthogonalen Goor- 
dinatensystemee, des- 
sen Abseiasenaxe AB 
in sich enthttU. Macht 
man von C aas resp. 
anf der lUchtang der 
positives A, sowie 
auf den beiden Rich- 
tungen der l'-Axe 
CD=CE=CF=1 
VAAzibht DE wADF, 
so und offenbar diese 
beiden Geraden jene, 
denem beuehnag»- 
weise dieGleichungen 



Fig. a. 
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3s + y= 1, Ä— y = 1 
zukommen. 

Sob&ld wir uns der in der oeneren Geometrie tlblichen Be- 
zeicbBDDgB weise bedieocn, da« Vorzeichen einer Strecke darcli 
die Reibenfolfe der sie begrenzenden Bnchatiiben auszudrucken, 
können wir diese beiden Bestimmungen in Eine zusammenziehen. 
Wir sind nftmüch hier zn jenen Grössen gekommen, weiche Un- 
verzagt mit grossem Vortheil nnter dem Nsmen der longitnelri- 
schen Funktionen in die Analyaia eingeführt hat. „Theilt man", 
so beisst ee bei ihm 4), „eine Strecke ab innerlich oder ftuiBcrlicb 
durch einen Punkt c, so ist, mit Berücksichtigung des Vor- 
zeichens, stets 

ftC + cb — ob. 
Die Bechs aus den Strecken ac, (b, ab gebildeten Quotienten 
ae eb os. ab <A d 
ob ab cb ac cb ac 
werden wir in Folgendem beztlgUcb Sinns, Cosinus, Tangente, 
Cosecantei Secsste, Gotangente der Strecke ac in Bezug auf ob 
nenneD." 

An Stelle der ütwerzagitthta Beseiohnng werden wir nns 
einer anderen, allgemeineren, bedienen, welche ancb bei den nach- 
folgenden allgemeineren Betrachtungen ihre Brauchbarkeit bei- 
behalt Je nachdem nämlich in der Gleichung 

afj-^™ 1 
das obere oder nittere Zeiohen gilt, sollen reap. die seohs gonio- 
metrischen Grandfunktiooen durch die Symbole*) 

2iV(^, Ä^oft«), ra»7(«), Kora»7(,), ^««(»j, Kti<SBX{^; 
SINfmi, EOJkm), T^iVr,«>, KOTANFtM), 2EE(„), KOSEE^) 
wiedergegeben werden. FUr t» == 3 gehen dieeelben in die nna 
bereite gelloflgen goniometrischeB Funktionen Über, so dasg z. B. 

ÄV(n tt ■= sin tt, T^iV/(j) M ■« lang w 
ist 

In vnseren Falle tat m «>• 1, ab — 1 zn setzen. Die Frage 
naek der Beschaffenheit des Argumentes, auf welches sich die 



*} Der VorBohUig, giieohiscbe Lettern zur Bepräseatatioa einer ge- 
wissen Verallgemeinernng von Sinns nnd Cosinus in verwenden , ist 
nrBprfinglich von Gronau^) ausgegangen, hat sich aber bei ihm auf 
eine weaeiitllch andere Sache bezogen , auf jene nSmlleh, welche in 
aw«itaa Theile das nÜehaMs Kj^iHels snr äprichs kommen wird. 
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lODgiioetriBcfacD Panktionen brsieh»), tritt bei Unverzagt znrOck, 
«ihrend sie sich ddb von selbst darbiete^ da wir jene FnnlctioDen 
ja nicht an nnd ftlr sich, Bondern ledigücli ats SpezialitXt nnsereB 
weit allgemeineren Fanktionenbegriffes behandeln. F&tlen wir von 
einen) beliebigen Pankt G der DE auf CD das Loth GH nnd 
ziehen GC, so ist offenbar u^-x^ + y* nnd somit eine bekaontc, 
leicht EU Interpretiren de, GrOBse, denn mit Beziehung anf die 
Oleichnng der Geraden haben wir 

« = y{x + y) = ij. 
Nnnmehr also hatten wir, wenn wir die obige Streckenbezeichnnsg 
beibehalten, 



^tXns u = 






Ans diesen Definitionen ergeben sich nnmittelbar die ginndlegen- 
den Beziehungen 

2iv\,)U+ Kog\i)U -^ 1, r«r/(i)«.ÄOT<«7(i)W — 1, 
51„ « TavYmu 

Eine grÖBsere Reihe von Untersuch nngen Über diese Fnnktionea, 
insbesondere ancb ttber daB denselben zukommende Addition«- 
theorem und Aber den Znsammen hang derselben mit den Ereia- 
fnnktionen, findet man bei ÜrwerzagiG), welcher die hohe Be- 
deutung dieser Gebilde (Ur die Erforsehnng der hypercompleien 
Zahlen und deren geometrischer EigCBsehaften bis in's Einieine 
nachweist. Wir fotgea ihm auf dieses fOr uns sn weit entlegene 
Gebiet nicht, Bondern begntigeo nn» Zweierlei festgestellt zn haben, 
Bfailidi 

&»ims: Bats die brngmetrachm FtaücUonen eine eitt/acke 
Consequenz det allgemeinsten Begriffet goniometrisefier Fuf^- 
tionen tind; 

Zweitens: Dats die bei der bisherigen dem speziellen Falle 
angepasslen Behandbmgsmelse in den Birtierprund tretende Frage 
nach dem Argumente der tongimelrischm Funktionen sich mw- 
mehr ganz von selbst erledigt. 

§ 7. Cuiven mit rier congrnenten Quadranten. Der 
soeben abgehandelte Fall in •« 1 ist angleich der einiige Fall 
eines unpaaren Exponenten, mit 4em wir uns zn besohlAigeD 
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haben werden. Denn obwohl es an sieh natttriich ^eiUttet wlLra, 
eine entspreohende Untenuehnnt; für jedes willlctlrlicbe rationale 
m dorchinfuhren, bo lehrt udb doch sofort eine einfache geome- 
triache Betrachtung, dass denjenigen Cnrven, für welche m nn- 
paar ist, gerade die fUr noB wichtigste Eigenschaft abgeht: Bie 
denselben zugeoränelen ffOHiometrischen Funktionen entbehren des 
auszeichnenden Charakters der Periodicit&t. , 

Setzen ifrir biogegen altgemeiu den fragltchen Exponenten 



" 2« + l ' 

WO p nnd q irgendwelche gaozzahlige positive W«rthe sein mOgen, 
BO folgt ans der Cürveogleicbang 

a^±y" = 1 
ohne Weiteres, daes fUr y =™ die AbsciBse x^ ± 1 ist. Gilt du 
obere Zeichen, so entspricht dem Werthe x ■■ der Wertfa 
y ^'^ ±1, bei Geltung dea nnteres Zeiehena ist für x => 
ag + 1 

y-(±0 P ■ 
Im erateren Falle ist aoaacb die Cojre geaohlesseD, ihre vier 
Qaadrwiten sind einander oongment, und als Typus aller dieser 
Curven hat der Kreis zu gelten. Ändereofalb hat die Corve 
ebenfalls noch vier caigrneste Quadranten, indeSB erfüllen die- 
selben nicht die gaaae Ebene, sondern nttr deren Hälfte,- denn 
da fttr den Fall der Gleichkeit von AbaclBse und Ordinate jetzt 
a: = y —■ ± oc wird, so hat die Corve die beiden Geraden, deren 
Gleichung resp. 

ist, zu Asymptoten, nnd ea findet also auch GeschloBsenaein, aber 
erst im Uneodliohen, statt, d. h. man hat den Typus der gleich- 
seitigen Hyperbel. Diese beiden T^pen werden aneh für die der 
betreffenden Cnrveogattung zugeordneten goniooietrischen Funk- 
tionen charakteristiBch, und es wird somit erlaubt sein, von verall- 
gemeinerten Kreiafunktioneu und von verallgemeinerten Hyperbd- 
funktionen an sprechen. Der Einfachheit halber knüpfen wir 
mehr an erstere an, da dieselben üch mit den Httlfsmitteln der 
Anschauung bei weitem leichter verfolgen lassen, indess werden 
wir such dabei des hyperbolischen Typus nicht vergessen. 

§ 8. Die goniometrischen Funktionen von cyklischem 
Typus. Es sei ^ (Fig. 43) der Mittelpunkt einer Carve von 
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Kretetypm*); die Tier 
Quadranten deraelten 
seien AB, BC,CD, DA, 
Bo daaa also AM = BM 
— cm— DM=\ aei- 
adnem abaolnten Werthe 
nach ist. Wir verbin- 
den mft M Irgend einen p^- 
Punkt E im ersten 
Gnrvenqa&dranten und 
AUlen ans E aaf AM 
die Senkrechte EF, 
Gleichzeitig ziehen wir 
dnrofa A zur i'-Axe 
eine Parallele und markireii dnrch G jenen Punkt, in velehem 
die veilingerte ME diese Pir«ll«le tri^ Gleicbarweiae begegne 
ME einer durch B parallel lur JT-Axe gezogenen Geraden iu Ü. 
Schliesslich werde in E eine Berührende an die Gurre gelegt, 
welche die beiden CoordiMitenaxeQ reap. in J and K achneidet 
Versteht man unter u des doppelten Fläciienlnhalt dsa Sektors AMt, 
•0 kann man setzen: 

i'i»(„jM « EF, Ä»g(«)W = MF, Tot-/.)« -» AG, 
£6Tai7Mt u >»= BU, ^X[b) u ^^ MJ, Komxfj^y u >« MM. 




*) Kine recht brauchbare Curvo zu diesem Zwecke ist der Bnl«r 
dem Namen der Astrois bekannte Spoxialfall der Hypoc; blolde, velchen 
man erhiilt, wenn man die EinhOllende einer begrenzten Sb-eeke reo 
der Iiängo X aufsucht, deren ICndpnnkte auf den beiden orthogoaaleo 
Coordhiatenaxen gleiten. Darf man sieh dos algebniacbea Charabtm 
der OarveBgleiubuag versichert halten, so kaan man diese totatere leiehi 
eruiren 7), Denn da fllr x = ü nad y = ü resp. y = +A nnd a: = ±J 
winl und einem Punkt mit den Coordinaten :c=^«, y=^b stets ein 
Punkt des nämliuhen Astes mit den Coordinaten x = b, y = a eatspre- 
eben muBS, so bat die Gleichung jodenfattg die Form: x'^+j/*' ^ l" 
wn r noch bu bestimnen ist. Denkt man sieh lerner die gteitawi« 
Oerade so gelegen, dass sie von beiden Axen gleiche ijtileke abeoluiHd«, 
so wird 2aT» — T i' . a: — ^^ Ä. Hau hat solehergeatallt x 3= ;— i, ral 

1/2'= 1/?, j^log2 = }logS, 2r= j. 
Sie. Oleicboug der Asttotda iti aUo: (c^ + y^=^lK 
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Die bis io's £JDze(ne gehende Analogfie zwischen diesen Grössen 
and den gewöhnlichen trlgonometrlochw Fnnl^tionen des Kreises 
AlU in 4ie Apgou- Kinige ^et wichtigereni Ifora^ute eoUen nwh- 
«tehend liarrorgeboben werden. 

£b iet mnävlut, der Curvengleichung enUprechend, 

^*)'("jM + ÄOS("jK — ! 1. 

Die Tbateache femer, dass nach GoDStrnlction 

führt uns sa den Proportionen 

AG:1 — F£: MF 

Bä-.l'^MF-.FE, 
woraas 

SU folgern ist. 

Diese Kaiationen sind sonftefa von den Speiialwerthe des Iu- 
dex m uiiabbüBg^. Anders stellt aicb die äache bei der Sekante 
und Cosekante. Aus der Gleichaag de* Ourre fol^ nttmlieli 
dy 3r~^ 

und deshalb ist die Gleichung der im Punkt x^, y, an die Curve 
gelegten Beidbrungslinie diese: 

y— Vi " — r-s=r (^— ^i>- 

Der oben getroffenen Bestimmung gemäss mnas, um Sekaute nnd 
Cosekante zu erbalten, in dieser Gleichung resp. y und x = 
gesetzt werden; das giebt succcssivc, da x^ + j/i" = 1 ist, 
1 ^ 1 

Di-ücken wir aber jetzt x, und y, durch das Argument u aus, 
so wird 

^BXia,) u ^»= ^3j — , Kooexi^ u = — " ' ^iiJi — 

Diese Glei«hdng«n sind deshalb von Interesse, weil sie geeignet 
erscheinen, auch auf das Wesen der gewöhnlichen (cyklischen) 
Sekante und Cusekante einiges neue Licht zu werfen. Für m ^ 2 
folgt nüniUch aus ihnen, wie zu erwarteu stand, 
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Butt wir erkennen jettt (rgl. Kap. III % 2), welches die einzig 
natürliche und eachgeniKgae Definition der beiOgUchen Erds- 
fouktionen ist. Bekanntlich wird In lehr vielen Daratellnngen die 
SekanB nnd Coaekana dadsreb gewonnen, dasa man darcfa die 
beiden Endpunkte des betrachteten Quadranten Parallelen sn des 
Axen zieht nnd nunmehr den Endschenkel des Winkel^ aoweit 
verUagert, dasa er mit diesen Parallelefi zum Durchschnitt gelangt 
So werden auf dieseni Endsclienkel die beiOgtiohen trigonometri- 
schen Linien unmittelbar abgegrenzt. Richtig ist diese Art der 
Repräsentation aelbatTcntSadUob, allein ihre Richtigkeit folgt doch 
lediglich ans der Tliataaohe, dasa von zwei gleichweiC vom Mittel- 
punkt entfernten Punkten gleicligrosse Tangenten an die Cnrve 
gesogen werden und der nach dem Berflbrnngspunkt gezogene 
Radius senkrecht auf der Tangente steht, — ein Satz, der in 
dieser Allgemeinheit fflr keine andere Hittelpnnktscnrve, als nnr 
eben für den Kreis, gilt Aus dem tnletzt gewonnenen Satie 
folgt vielmehr mit Noth wendigkeit: 

Jtem verallgemeinerten Begriffe der goniometrischen Fmkti- 
tmea entspricht ausschliesslich die Definition von sei: u undcosecu, 
»eiche diese Linien mit Jenen Abschnitten der X- wnä Y-Axt 
idenlificirt, die durch die im Punkt u*) an die Curve gelegte 
Tangente erzeugt werden. 

§ 9. Die goniometriacben Funktionen von hyperbo- 
lischem Typus. Für die den Gurren 

sogehOrigen goniometrisoben Funktionen bestehen ähnliche Gesetie. 
Auch hier werden in jenen t>eidon Punkten der X- und i'-Axe, 
welche resp. nm die poaitlve Einheit vom Ursprung abstehen, resp. 
znr ¥- und J'-Axe Parallele gezogen, und jene Abschnitte dieser 
Parallelen, welche der Endschenkel des Sektors u erzeugt, werden 
als Tangente und Cotangente anfgef&sst Ganz analog, wie vor- 
hin, ergeben sich die Qmndrelationen: 

*) Wenn es gestattet ist, einen Punkt der Ebene kurzweg dnich 
seine Coordinaten x und y zu bezeichnen, so liegt es nahe, Punkte einer 
Cutve, welche zu der von nus behandelten Kategorie gebOrt, eiDfufa 
mittelst des Ihnen entsprechenden Centralsektora oder Argumentes « m 
markiren. 
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§ 10. PeriodldtSt, Additionatbeorem. S&3 

Die im Paukt Xi , ^, oder u an äie Curve gelegte TangeDte, deren 
Gleich nng 

Oll"-' ^ 

ist, schneidet die beideu Äxen in Punkten, deren DiBtani vom Ur- 
sprung des Systemes resp. dnrch 

= 1 ^ L_ 

3=1»-' ' ^ j/,"-' 

atiBgedrUckt wird. Es ist also 

KOSES,„}U -= ^-T-' 



ffir ersehen hieraus, dass bei alten dem hyperbolischen Ty- 
pus angehörigcn Curven die Cosekante negativ in Rechnung zu 
bringen ist. 

§ 10. Petiodicität, Addltionstheorem. Werfen^ wir 
jetzt noch einen Blick auf die Periodicitäts-Veihältnisse. Beson- 
ders einfache Gestalt gewinnen dieselben natltrlich bei deii allsei- 
tig geschlossenen Carven des cyklischen Typns. Sei 2i* der 
Inhalt des von der Curve a;" + j/'"^l umschlossenen Fliohen- 
stQckes*); aUdann ist unmittelbar deutlich, dass, nnter k irgend 
eine ganze Zahl verstanden, 

*) Dia Berechnung des Flächeninhaltes fUr die durch die Gleichung 

(5'"+(l)'"=' 

Kegebenen Curven Ist unlängst von Spitzer 8) (im Falle eiocB ganKzabligen 
)i) In eleganter Weise geliefert worden. Indem 

gesetzt wird, erhält man den gesnohten Flächeninhalt 



2P = Af%äa: = '^f\^- 



(1- 



Das rechtsstehende Integral ist eine Betafunktion (vgl. Kap. IV g 13), 
dieselbe lüsst sich dnrch Oainnjafanktioncn ausdrücken, und awar Ist 
alsdann 
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ist 

Sinus und Cosinus sind aiso stets eiTtf achperiodische Funktio- 
nen, und ein Gleiches gilt auch für die übrigen Grundfunktimm, 
welche durch Sinus und Cosinus rational dargestellt werden 



Man BJeht, dua zwiacheu der Periodicitit dieser Tenligemd- 
iierteD und jener der gewöhnlichfia KreiBfauktionen ii^ead eise 
priDcipielle Differenz niclit stattfiadet Andereraeite iBt aaoh die 
PeriodiciUt der Fanktionen vom lijrperboliacheu Typna von jeoei 
der Hyperbolfunktionen nicbt verschieden, und ea gelingt leiciit, 
Bich über die Einzelheiten jener zn iDformiren, sobald man — 
wie in Kap. U § 6 geschah — , die beiden conjugirten Cumen 
betrachtet, welchen daB n&mliebe Asypiptotenpaar und die Doppel- 
gleichnng 



Da sno, wie ans der Theorie der bestimmten Integrale folgt, wie nch 
aber aavk daroh eine IbuBerst einfache elementare Demombration S) du- 
than Uiut, 



« endlich die fo 



ist, so kann man dem Besaltate endlich die folgende coucise Geseilt 
ertheilen : 



Ein anderer noch kUnerer Weg flihrt zu dieser Formet, sobald nun eich 
eines allerdings oomplicirtereu Hlllfssatzes von Legendre bedienen dait 
Znr Controle setae nun « := so , dann wird 

nnd somit 

3^=4«*, P = 2ab. 
Djess ist die bekannte Formel fUr den Beohtecksinhalt, nnd in der llu' 
ist das Beohteok die Grensfigor fUr alle Larven der fraglichen KategoriS' 
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zukommt. Aus dem gleichen Grande können wir, da sich doch 
etwu Neaes nicht ergeben würde, es uns versagen, den Gang der 
Fnnktionen nnd ihrer Vorzeichen dnrch die einzelnen Quadranten 
zn verfolgen. Dagegen wird es erforderlich sein, noch mit einigen 
Worten des diesen Fanktionen znkommenden Additionstheoremes 
zn gedenken. Dass ein solches in gewissen Fällen existirt, lässt 
sich leicht einsehen. Bekanntlich ezisUrt für u ^ — die freilich 
nicht an diesen Spczialwerth gebundene Relation 



es erbebt sich die Frage, welche Formel ala das Seitenstttek der 
vorstehenden in unserem allgemeineren goniometriaohen Systeme 
ansnaehenisL Wir haben dann ^iV(^a>u "»^ 1, ^^mj-r- =Koq(„)—< 
also nach der Cnrvenglelohung 



2-21<j-r-=l, MPt. 



o-=r/-; 

"2 l' 2 ' 



-rnfm) 



ist, so muss als jener gesuchte allgemeine Satz der folgende be- 
trachtet werden: 

Dieser Sstz gilt auch fQr die Curven vom hyperbolischen Typna, 
aofeme man unter -^ jenen Werth versteht, welchen das dem 
absolot grössten Sinns zugehörige Argument annimnit; er nimmt, 
da ^IN(a) oc ^ EOS!(„i oc = oc ist, die einfache Gestalt an: 

Ans solchen Det&ilbetrachtnngen lässt sich selbstverständlich 
kein Beweis, sondern nur ein Wahrschelnliohkeitsschluss für die 
Existenz eines allgemeingültigen Additionstheoremes entnehmen. 
Allgemein aber kann dieser Beweis geführt werden, sobald man 
sieh des von Abel gefundenen Universaltheoremes der modernen 
Analyais erinnert Man weiss, dass ganz elementar aus der Iden- 
tität 
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die beiden weiteren Identitäten folgen: 

arc Bin x + arc »in y = »rc ein 2, 
Ate Sin X + äw ©in y ■= äk Sin z. 
Hieffir liSBt eich aber wieder schreiben: 

Obwohl die einzelnen Integrale in endlieher Form nicht ansge- 
werthet werden können, so gelingt es durch geeignet« Kunstgriffe 
gleidiwohl, EU zeigen, daes auch beim Bestehen der weit allge- 
meineren QlMchnng 

J 1/(1— l'Xl— *'*<) J l/(l— !(") (1— *V) 



-/ 



l/(l— z')(l— **«*) 



zwisehen den dr« oberen Grenzen x, y nnd z eine algebrvBche 
Gleichung boBteht, ja sogar diese Gleichung expticit hinzuBchreiben- 
Abel nun hat*) die folgenreiche Entdeckung gemacht, dasB es 
eine sehr aasgedehnte Elasae algebraischer Funktionen /I:c) tod 
der Beschaffenheit giebt^ dass der aus einer gewissen Anzahl tod 
Gliedern beatebenden Summengleichnng 

^'ßx^) dxi +^'Axi) dx^ + . . .+/^"Ax.) dar. -= ^Ay) dy 

eine bestimmte zwischen den Grössen x^, x^ . . .x^ und y beste- 
hende algebraische Gleichung entspricht. 

In jene Klasse gehören aber anch die Funktionen, mit wel- 
chen wir es hier zu thun haben, and wir können sonach sageo: 

Dem Abel'schen Lehrsätze zufolge correspondirt mit einer 
aus äer Gleichung ■ r Curve folgenden Relation beslwmter In- 



'} Die Untersuchungen AbeCs über diese Materie knüpfen 10), wu 
gewöhnlich nicht genug berücksichtigt wird, unmittelbar an eine Studie 
über jene Funktionen aa, welche gani das nämliche Additlonstheoren 
heeitsen, wie die goniome tri sehen Funktionen, erheben sich aber sehr 
rasch 10) ku einer nngeheureu Allgemeinheit der Auffassung. 
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tegrate eine gewisse algebraische Gleichung, mi/telst deren es 
möglich ist, eine der oberen Grenzen durch die übrigen auszu- 
drücken. Diese Gleichung eben repräseniirl das Additimstheorem 
unserer verallgemeiner len goniometrischen Funktionen. — 

Ein tieferes Eindringen in das Wesen dieser Funktionen wird 
sich ganx von aelbat machen, sobald es gelingt, dieselben für 
andere analytiach-geometriache Theorieen mehr and mehr nntzbar 
zu mxchen. Schon die bessere Erkenntniss der N&tnr der cykli- 
Bchen Sekante nnd Cosekante, welche wir ans unserem verall- 
gemeinertenFnnktionBbegrifPe abetrahirten, ist ein kleiner GewiDU. 
Bereits in Kap. V § 8 ward ferner darauf hingewiesen, dass fttr 
die Diskussion solcher Curven, die durch die Gleichung 



i5.rm- 



Charakter isirt sind, nicht die gewöhnlichen, sondern lediglich nnsere 
verallgemeinerten goniometriaclien Funktionen die richtigen Dienste 
als „Anoni^lieen" zu leisten berufen sind. Die Äusführnngen dieses 
Kapitels werden jener vorläuGgen Behauptung zur Evidenz ver- 
helfen haben. 



1) Unverzagt, Der Winkel als Grundlage mathematischer 
Untersnchnngen, Wiesbaden 1878. S. 1 ff. 

2) HarUcelf Theorie der complexen Zahlensysteme, Leipiig 
1876. 8. 11, 

3) GÜnlher, Jjehrbach der Determinantentheorie Itlr Stndirende, 
BrlsDgen 1877. S. 86. 

4) Vnverzagty Tlieorie der goniometrischen nnd der longi- 
metrischen Funktionen, Wiesbaden 1876. 8. 28. 

5) Gronau, Auflösung der kubischen Gleichungen durch tri- 
gonometrische Funktionen des Kreises und der Hyperbel, Danzig 
1861. 8. 11 ff. 

6) IMverzagt, Theorie etc. 8. 31 ff. 

7) Günther, Ueber einige Probleme der höheren Geometrie, 
Archiv d. Math, und Phys., 66. TheiL S. 168 ff. 

8) Spitzer, Bestimmung der Flächeninhalte jener Curven, die 
durch die Gleichung I — ) + [-7-] "^ 1 gegeben sind, in wel- 
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eher n eine gttatti poeitive Zahl bedentet, ibid. 61. ThelL B. 389 S. 

9) Nartmann, Die Euier'Kben Ut^rale, Sehweinfnrt 1859. 8. 2. 

10) Abel, lieber die Funktionen, welche der Gleichung ^ 
+ ipy '^ ^ (xfy + yfx) genngthun, Jooriutl f. d. reine n. angew. 
Kathem., 2. Band. 6. 366 ff. 

11) Id^ BemarqneB anr quelqnes propiät6s gän6raleB d'nne 
certaine aorte de foncüona tranaceDdantes, Jonm. f. d. reine n. 
angew. Hathem., 3. Band. S. 313 ff. 
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Kapitel Tin. 

Sobiefmnklige goniometrUGhs Linien des Sreises tmd der 

gleichseitigen Hyperbel; rechtwinklige gomometrische Limm 

der Ellipse und wilMrlichrai Hjrperhel. 



§ 1. Die gebiefeii KreisfuDktionen. Es ist eine oft 
bewährte ErfahrnngathatBaohe, dass eine Erweiterung der Wissen- 
Schaft, welche durch den allgemeinen Charakter derselben ge- 
fordert wird, BJcb nunmehr nicht isollrt vollzieht, sondern gleich- 
zeitig und ?on verschiedenen Seiten her, wohl auch nnter ganz 
verschiedenen Gesichtspunkten, in Angriff genommen wird. Eben 
diese Wahmebmong macfaen wir auch bei den sogenannten schiefen 
trigonometrischen Funktionen. Nachdem bereits mehrfach Verall- 
gemeinerungen des ttberkomD)enen Fnnktionsbegriffes angebahnt 
waren, ohne doch an der Eigenschaft der Orthogonalil&t der 
Sinns und Tangens -Linien zu rtltteln, unternahmen es in dem 
nämlichen Jahre, aber bei vOUiger gegenseitiger Unabhängigkeit 
zwei dentache Hatfaematiker, eis neues System der Oeometrie 
unter der Voraussetzung zn constmiren, dass die als Sinns be- 
zeichnete Linie mit der Jf-Axe einen ganz willktirlichen Winkel 
einsohliesst. Die beiden Schriften von Biehritiffer 1) und Utwer- 
zagt 2), welche der DnrchfOhrung dieses neuen Gedankens ge- 
widmet sind, stimmen selbstverständlich in sehr vielen Fnnkten 
mit einander flberein, unterscheiden sich aber doch wesentlich 
darin, dass es der ersteren lediglich um eine Ausdehnung des 
Qebietes der elementaren Trigonometrie zn thun ist, wogegen die 
Untersnchungen von Unverzagt, welche auch äusserlich nur als 
ein einzelner Bestandtheil eines Unternehmens von weit grosserer 
Tragweite eich darstellen, einen mehr praktischen Zweck verfolgen. 



A'OOglc 



360 Schiefwinklige gonknnetrische LlDien des KretsoB etc. S '■ 

Eb knm dem Autor darauf an, sich für seine Stadien auf dem 
Gebiete dea Quaternionencalcula ein iDätrnment von grösserer 
Beweg li eil keit xu schaffen, als sie den gewöhnlichen trigonometri- 
Bchen Funktionen Innewohnt, und dass dieser Zweck dnrch die 
schiefen Kreisfunktionen erreicht ward, erhellt schon ans der 
denaelben zukommenden Eigenschaft, von zwei Argumenten gleich- 
zeitig abznliängen. Die Eutwickelungen in § 6 des vorigen Kapitels 
zeigen, dass diese Neuemug, wäre sie nicht bereits anderweit 
spontan in'a Leben getreten gewesen, sich auch als Conseqnens 
der dortselbst dargelegten Grandsätze hätte ergeben mflssen, und 
jedenfalls wird durch unsere Aufstellungen (ia K. 2 jenes Para- 
graphen) den schiefen goniomctrischen Funktionen, deren SteltuDg 
sonst vielleicht eine etwas unvermittelto scheinen mochte, der 
richtige Platz innerhalb des ganzen Systemes angewiesen. Für 
uns liegt nunmehr, nachdem in den erwähnten Konographieen be- 
reits eine grosse Fülle neuer Sitze niedergelegt ist, keine Notb- 
wendigkeit zu tieferem Eingehen in die Materie vor; wir werden 
uns vielmehr damit bescheiden können, im Anschluss an jene 
Vorläufer bloB in Kürze über die wichtigsten Eigenschaften der 
schiefen Kreisfnnktionen zu berichten und sodann die gleiche 
Aonderung auch an dem Bogriffe der Ilypcrbelfunktionen vorzu- 
nehmen. Für diese letztere Aufgabe mangelt es znr Zeit in der 
Literatur noch an jedweder Andeutung, indess ist es nicht schwer, 
dieselbe zu lüsen, soferne man sich nur strenge an da» in Kap. VII 
§ 3 fonnulirte PrincJp der Permanenz der formalen Eigensclialten 
hält Was die Bezeichnung anlangt, so liegen bereits zwei fertige 
und in der Praxis erprobte Bezoiclmungs weisen vor, nämlich eben 
diejenigen, welche Biehringer und Unverzagt sich geacbaffea 
haben. Wir wählen die erstere, da uns dieselbe die Abhängigkeit 
von den beiden Argumenten am Deutlichsten zum Ausdruck zn 
bringen scheint. 

Der Kreis um vV (Fig. 14) sei bezogen auf ein schiefwinkliges 
Coordinaten System, dessen beide Axen mit einander den Winkel ip 
einschliessen mögen, sein Radius sei ^ L Der Anfangsachenkel 
des Winkels a falle anf die X-Axe, der Endschenkel schneide den 
Kreisumfang in B. Wird sodann durch B zur J'-Axe eine Parallele 
gezogen, welche die X-kjit in A trifft, so nennt man die Strecke 
BA den Sinus von a für den Projektionswinkel g> und die Strecke 
MA den Cosinus von a für den Projektionsn>inkel if> and schreibl 
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Dt« leidefen Krdifnoktloneii. 




Durch CanAßzUben 
wir reap. eine Pa- 
rallele zar F- uod 
^-Axe; diese P«- 
raHelen werden von 
dem EndHcbenkel 
reep. in £ und F 
gfiSclinitteD, und nun 
bezeichnen wir in 
übertragener Bedeu- 
tung die Strecke CE 
als die T(mffente von 
a für den ProjektUms- 

9 

winkelip (tsnga) und 
ebenso die Strecke DF ab die Cotatngenle von a für dm Pro- 

jektimiswinkel ^ (ootanga). Aub der Aebnliclikeit der Dreiecke 
folgt sofort 



Endlich werden noch ME und MF besUglich als die Sekante und 
Cosekanle von a für den Projcktionswinkel g> anfgcfasst; för sie 
gilt wiederum, wie in der gewöhnlichen Geometrie, 



Somit Bind die fundamentalen Relationen für die schiefen Funktionen 
wesentlich die gleichen, wie für die orthogonalen*). Der Winkel 



*') Es bedarf kaam der Krinnernng, daea die scliicfen Kreis funktionen, 
ebenso wie für ^ == -s in die gewUhnlichen, »o für fi = Suite in die longi- 
metrlschen Funktionen des Kap. VII § 6 übergehen. Ist i. B. m = 0, 
BO wird cos f> = 1, nnd die Gleichung 4) nimmt die einfachere Gestalt an: 

•8in'B+''poB'tt + 2»Biiitt"ooB«= 1, "'Binn+'>eosa = +1, 
nnd diese Belation ist identisch mit unserer früheren : 
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9>, welchen die Projektlonngerade mit der lUclitung der positiven 
X bildet, möge im Allgemeinen als stumpf angenommen werden, 
da ja dem anderen Falle eines spitzen Winkels eventuell leicht 
doroh eine Voreeichen-Aendernng Rechnung getragen werden 
kann. 

Damit jene eine F'nnktion durch ii^end eine der tlbrlgen aus- 
gedröckt werden könne, hedarf man eines Systemes von ebenso- 
vielen Gleichungen, als Fanktioncn vorhanden sind. Zanftchat 
haben wir, wie bereits bekannt, die drei Gleicbnngen: 

1) tang a cotanga ■>= 1, 2) Bin« coseca « 1, 3) coaa seca " 1. 
Andererseita liefert uns das Dreieck IHAB die Gleichung 

4) sin*o; + cos'«+2Bin« coaa c(»9> ^ 1, 

9 
Dividirt man diese Gleichung einmal durch cos'a and dann noch 

V 
durch sinket, so nimmt sie eine der beiden folgenden Formen an: 

9 9 9 

6) sec' a =^ 1 + tang' a + 2 tang a cos 95, 

<p 9 9 

6) coaec' 0; = 1 + cotang* 0; + 2cotang a cos y. 

Diese Gleichungen 1) bis 6) erfüllen den beabsichtigten Zweck. 

9 9 

Wäre z. B. cotang a auf seo a znrflckznftlbren, so wflrde man in 6) 

9 
für tanga den aus 1} folgenden Werth Buhstitnireu und dnrch 
Anfißanng der sich so ergebenden quadratischen Gleichung 

y coayil/aec^ß— sinV 

cotang a ■= - — — -^ 

aeo^a — 1 
erhalten. 

Die AendernngB Verhältnisse der Funktionen bei ihrer Wande- 
rung durch die einzelnen Quadranten lassen sich jetzt leicht con- 
Starren und tabellarisch buchen; nur ist darauf zn achten, dass 

ausser den ausgezeichneten Werthen *^r ät ^' 'TT» ^^ J^^ 

auch noch andere solche Werthe existiren. Unverzagt 3) hat hie- 
fOr die nachstehend wiedergegebene Tabelle couatruirt. 
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Die ichiflfen Erdaftinktloiieti. 
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Natürlich hält ea auch nicht Bchwer4), die schiefen Funktionen 
anBBchlieBBlich dnrch orthogonale Fnnktionen der beiden Argumente 
a nnd 91 darznatellen. Einige elementargeometriBche Betrachtungen 
ergeben nna nämlich sofort: 

f Bin« '' Bin (a>—a) 
Bin a =^ -;— — , coa a ^ 



Cotang 



Bin 91 



- , lang ö "= - 



» (?)-«) 



»■ Bin® 

BCft ß =" —r—r i" ' 

Bin (9 — a) 



Dieae Oleichnngen gestatten eine interesBante, von Biekrmgerb) 
darchgeftthrte , Erweiterung. Da nämlich, Btets ans dem gleichen 
Grunde, 



na» " -r 

BIl 

sin cc 



Bin an-4 sin «.-i 

ist, so bekommt man dnrch Mnltiplikaüon aller dieser Gleichungen 
(die «rste an^^enommen) 

» » Ol Ol 0,,_j «,_» "m—Y 

sin a = Bin «i aln a^ bid «3 . . . sin (V- « ein On—i sin a. 

Gans der DÜmliche Weg führt zu den weiteren Gleichnngan: 

» » *i *i ' 

cos« ~ cos(95 — Ol) cos(ai — Cj) ooB(a, — Oj) , . . 

X cos {a^j — Oi^i) coB (a^i —tp + a). 
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9 ip— a+oi tti + oj n, + a, "■— a+Oji—i <=■_!+" 

tang a = t&iig cEi taog «i tuug «j . . . taug «■— i taug «. 

Diese Relationen erweisen sich als in hohem Grade brauchbar, nm 

verschiedene Projektionswinkel mit einander in Verbindnng m 

setsen. 

, Das Äddittonstbeorem fllr die schiefeu KrelsfiinktioRen llasl 
sieh analytisch leicht begrflnden, indess hat Unverzagt die beifl^ 
liehen Sätze — allerdings zunächst unter einer besch rankenden 
Voraussetzung — aach durch eine sehr nette gi'aphische Metbode 
zn finden gelehrt. Es möge hier bei dem blossen flnoncä der 
vier Lehrsätze sein Bewenden haben: 

^ tp ^ tp ip ip w 

ain (« + (?) = sin« cos ß 4- cos« sin j$-|-2ain« sinß cos 9, 
tp ^ tp ^ tp 

coB (« + j3) =■ eo8 ö eoB ß — sin a sin ß, 
^ ^ ^ ^ tp 

sin(a — ß) ^ sina coa^ — cos« sin 3» 

tp tp tp <p y> ^ tp 

coa(ß— ^) = coaacos^ + sinaBin|3 + 2co8acosj9co8?i. 
Schliesslich möge noch der veränderten Oeatalt gedacht werden, 
welche das ^ojVre'scbe Theorem in unserem allgemeinen Fslle 
schiefer Funktionen annimmt Unverzagt hatte sich lange mit 
der Frage beschäftigt, wie di« imaginäre Grösse j beschaffen um 
mUaae, welche die innächst blos formale Bedingung^letebung 

•P 9 9 9 9 f 

(cos « -i-J sin «) (cos ß +> sin ß) ^'cos (« + ß) +y sin (o + ß) 

zu einer inhaltlich richtigen mache. Theils durch Versuche, thdli 
. durch direkte Deduktion überzeugte er sich, dsas 

zu setzen sei, und es ergab sich so eine neue Form compleier 
Grossen, deren Transformation der genannte Matiiematiker in ein 
förmliches System gebraclit bat 6). Insbesondere gelang ihm dit 
Einführung einer redncirten Form, vermittelt durch die Gieichnng 

9 9 

a -\-jh = e (cos V + y sin ^), 

wo die Horm oder der absolute Betrag (nach Weierstrass) durcli 

Q = /«' + ft* + 2oi coa <py 

hingegen der Ricktungscoefficient durch 
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gegeben ist. Pftr fl» = | wird'^ = f, y-= (— i)* = i/^. 
Diese neae hyperoomplexe Einheit^' steht sn jenen hypereomplexen 
OröBsen, welche äamtlton bei »einer Definition der Quatemion 

K-\-i^ x + hy + iiZ 
einzuführen sich — theilweise mit innerem Wideretreben 7) — 
geDÖthigt aah, in nahen Besiehnngen. 

§ 2. Die schiefen Byperbelfunktionen. Für die gieicb- 

geitige Hyperbel gestalten sich die einzelnen Bestimniungen ganz 

aiiDlich, Tie for den Kreis. M (Fig. 46) sei der Mittetpaukt einer 

Fig. 45. 

T /Y 




M ACA G 

solchen Cnrve, CC = 2 deren grosse Äxe, die der Richtnng nach mit 
der Absoissenaxe des zu Grunde gelegten Coordinatensystemes 
zusammenfällt. Die Tr&nBvergalose MY' steht senkrecht anf MX 
die Ordinatenaxe MY bildet mit MX einen (spitzen) Winkel 9). 
Zieht man dann nach Irgend einem Currenpunkt B den Fabi-etrahl 
MB, sowie dnreh B bis zur ^-Axe BA || MV nnd endlich die 
Linien CE nnd BF \ MY und MX, wo D einen in der Entfernung 
Eins vom Ursprung belegenen Punkt der ^-Axe bedeutet, so 
können wir die schiefen goniometrischen Linien für die gleich- 
seitige Hyperbel folgen der masseu definiren (Sektor BMC = 1«) 



BA: Hyperbolischer Sinus für den Projeklionstvinhel ^, SinK; 

9 
MA : Hyperbolischer Cosmus für den Projekiionsivinkelqi, Sof m; 

9 
CE : Hyperbolische Tangente fio" den Projektionstvinkel p, ^ongu; 

DF: Hyperbolische Cotangeiite für den Projektionstvinkel^p, (Sotang w. 
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Dasa SekKDte und CoBekante uicht auf dem gleichen Wege 
der einfachen Uebertragang tu erhalten Bind, leuchtet anmittelbar 
ein; jene frühere Conatrnktion beruht darauf, dass nnter allen 
ÜmBtänden J^B in Fig. 41 ^ 1 sein mniiB,, während es in Fig. 46 
all« denkbaren Werthe Ewiaclien 1 und x anattnehmen vermag. 
Eb Bcbiene hier alao eiae Discontinnjtät obsawalten, wie sie ddb 
bisher in den Beziehungen zwiachen EreiB und gleiobaeitiger 
Hyperbel noch niemals entgegengetreten ist. Allein es bleibt noch 
zu nntersnohen, ob diese Ungleichfltrmigkeit nicht vielleicht aas 
einer Nichtbeachtung des Permanenzgesetzes entsprungen and 
darch eine strikte EandhabuDg dieses letzteren zu heben ist Ans 
deu §§8 und 9 des vorigen Kapitels folgt schon an sich, dass 
die von Unverzagt und Biehringer gew&blte graphische Darstellung 
der Sekans und Cosekans zwar eine einfache und elegante, nicht 
jedoch die in der Natur der Sache eigentlich begründete ist. Frei- 
lich mUssen wir, sowie wir uns von den orthogonalen za den 
schiefen Funktionen wenden, anf eine der beiden fianpteigen- 
Bchaften jener beiden Grundfnnktionen Verzicht leisten. End- 
weder halten wir daran fest, dass dieselben der Grösae nach mit 
jenen beiden Abschnitten der Ä- und J'-Axe fibereinsümmea, 
welche die Bertthmngslinie auf diesen abschneidet, oder wir con- 
servireu jene fSgenschaft derselben, den reciproken Werthen von 
^nns nnd Cosinus gleich zn sein. Da von Seite der genannten 
Oeometer für die schiefbn Ereisfnnktionen im letzteren Sinne vor- 
gegangen worden ist, so schlieBsen wir uns auch betrefib der 
schiefen Hyperbelfnnktionen ihnen an nnd haben also die PSicbt, 
eine Constrnktion fflr Sekante nnd Cosekante ansznmitteln, welche 
den Charakter der Unierstörbarkeit behält, mag man Kreis oder 
gleiehsei^e Hyperbel, orthogonale oder schiefe Funktionen, in 
Betracht zi^en. 

Diess ist nun leicht zu machen. Die Figur 46 möge, soweit 
Sinus, CosinoB, Tangente nnd Cotangente von a fflr den Projektions- 
winkel p in Frage kommen, vollkommen mit Fig. 44 Qbereio- 

9> 
stimmen; will man aber seca graphisch darstellen, so ziehe man 
AD and lege in ß an MD einen Winkel = L^MÄD an, dessen 

9 
Endschenkel die J'-Axe in D\ schneidet. Fflr coseca ziehe man 
BBx parallel zur X-ki» bis zur i'-Axe, sodann B^C^ nnd end- 



OgIC 



§ a. 



Die BohlafaD BfperbetAmktioiieii. 



lieh mMlie miD L.MCD\' =• L 
geb&rt. Nach diewr CooBtrnktion iBt 

t^MAD'^ IsMDDu IsMB^C 
und es gelten die Propoitionen 

MA:\'=\: Mßi, MB, : 1 
HierauB folgt 



wo D,' d«r J'-Aie »d- 



AH>, 



MD/ 



Man erkennt, wenn no«h £fiB und Di'B gesogen wird, sofort, 
dasa 1_MBDy=~ l^MCE, MBBy' = l_MDF ist, «nd somit &p- 
giebt die Congmens der Dreiecke, dass ans unserer Verzeichnung 
der Dämlichen Werthe folgen, wie ans jeuer des § 1: es ist MD\ 
= ME, UBy' — MF. 

Diese OonstmkUon lisst sich aber direkt, und ohne jede 
Äendernng, anf die gleichseitige Hyperbel nbertragen. Man riebe 
AD (Fig. 46), lege \a B «ik MB einen Winkel = t.MAD an and 

Fig. 46. 
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beieichne dnreh ßt den Punkt, in welchem der EndKhenkel dieeu 
Winkels die ÄbacisBenaxe sohneldet Dann folgt aas der Aehn- 
liclikeit der Dreiecke MAD und MDDi 

«Eofu 
wie verlangt. Anck iat ana der in Kap. III § 7 fttr die Tangeoten- 
uehang gegebenen Regel eu entnehmen, dasa fUr den Fall elnei 
Courdinatenwinkela von 90° der Pankt I>, eben jener tat, in wel- 
chem die in B an die Hyperbel gelegte BerAhrungaliiiie die Ä-Ait 
trifft. Die ConatruktioQ für die Cosekanle 

^ 1 

ffiotecw = -=— 

' 9 

®inu 

braucht dem Voratebenden kanm mehr hinzngeftigt eu werden. 

Stellen wijr jettt, wie vorhin, die sechs FimdameatalreUtionen 
Ensammen. Ea iat Enn&ehBt 

9 9 9 9 

1) H:an9MlSotonflM= 1, 2) ffiof« ©ecw — 1, 
9 9 
3) @inw<Sofecii— 1. 

Dea Weiteren entnehme» wir der Figur die UülfsgleichnngeB 



Sof u = Sof u -f ®tn u coB 9>. 
Dieselben ergeben, in Verbindung mit Sof — @in* •— 1, dJe Glei- 
(^nng •) 

*) Anf den ersten BUok mag ea auffallend erscheinen , dasB dieas 
Gleichiing etwas weniger eiafsch ist, als die analoge OleiehnDg4) des 
§ 1. Indess braucht man sich blos , nm die Nothwendigkeit diesei Ei- 
BcheinuDg elususeben, die Thatsache zu vergegenwärtigen, dass am lelit- 
genannlen ürte die Argumente a und ip gleichartige OrUssen waren, 
während jetzt durch u ein Hyperbeleektor, durch ip ein ErdaBelitor 
bezeichnet wird. Würde man gegenthells von den beiden Gleichungen 

Sin u 1= ein u &n ^, 

6t>f w = 6of « + ©in « eo( y 
ausgehen und die gewUbnlicheu Funktionen von u eliminiren, so bliebe 
als Resultat 
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§ 2'. Üie autliefen äyperbelfuDktioneu. 3bd' 

<p <p 9 9 

4) Kof' M 4- @in^ M coB 2 gj + 2 Sof w ©in w cob <p = 1, 
nnd diese fflhrt wiederum, in bekannter Weise umgeformt, zu den 
Gletchungeo : 

^ <p go 

fi) See* « ^ 1 + Xang* w coa 2 <p + 2 Iflltfl w cos gs, 

6) Sofec^ u = Siotaiigi u + cos 2 g? + 2 S^otang u coa «p. 
Damit ist die erate und Däcbatliegende Aufgabe auch fDr die 
scbiefwinkl^-liyperboliaohe Goniometrie gelOst 

Die Ableitung der einzelnen Additionstheoreme stutzen wir 
auf die obigen beiden Auziliargleichungen. Es iat 

©in {m ± u) = ■ -^ — '~~ — ' • 

am 9> Bin 9) 

Hierin drücken wir die orthogonalen Hyperbelfnnktionen durch 

die entsprechenden schiefen ana and finden 

Sin u Bin 9> (ffiof V + ©in v cos ?>) -j;: ©in v sin q> 

ii. r„^,. = _ __><j (EV + ©in«coBy ) 



6o(' » + ©in» a+ 2 Scf m ©in m Eof 9. = 1, 
nod diese Gleichung ist wirklich, Glied für Glied, das strikte Analogon 
jener Gleichnngen in g 1. Allein es erschien nicbt räthlicfa, sich eiu- 
gehender mit dieser form schiefer Hyperbetfanktionen sn beschäftigen, 
da denselben keine hinreichend einfache geometrische Dontnng zur Seite 
steht 

Im Ganzen sind ja Uherhaupt bei jener Verallgemeinernng , deren 
Tendeni N. 2 in § 5 des vorigen Kapitela festlegt, vier versciüedene 
Combinationen- zulässig. Bezeichnen wie das von vorn herein gegebene 
Argument sls erstes und das in seiner näberen Bestimmung unserer 
WillkUr Uberlassene Argument als zweites, so kann dag erste und zweite 
Argument cyklisoh, das erste hyperbolisch nnd das zweite cyklisch, das 
erste cyklisch nnd das zweite hyperbolisch und endlich jedes von beiden 
hyperbolisch sein. Für diese letzten beiden Variutioneu giebt es aber, 
eben weil sich die geometrische Interpretation nur gezwungen hinzn- 
findet, ztur Zeit noch keinen stichhaltigen Gmnd der Existenzberechtigung; 
nur die beiden ersten Gattungen verallgeineinerter goniometrisoher Funk- 
tionen dürfen Anspruch darauf machen, ein wirklicher Ansflufifi unaerea 
Fermanenzgesetzes an sein. 

OUnttier, bypetbo[. FuDklionsn. 24 
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370 Sobief winklige goniometriaolie Linien dea Kreisea etc. | i. 

Bechnen wir ftos, bo ergibt sich 

9* 9 9 9 9' 99 

@iti(u + p)^®tiiu^oft>4-^Dfu ®ini' + 2 @tnu Sinti cob9>, 

©in (m — v) ■= ®inu ffiofv — ffio(« ©iitp. 
Wdter haben wir 

9 9 

(So( (« ± o) = Eof (w ± p) — ©in (m ± v) coB sp. 

Znnkchst ist, mit Beiziehang der zuletzt erhaltenen Ergebnisse, 

9 «J 9> 

ffio({M+w)-" CEofuSofti — ©inuSinf — ©inu*Soff coey 

— Sofu ©ini' 008 ip — 2 ©inu ©inf coa*g) 

== ISof«flEo(y + @in« ©int» cos* 91 
9) (p 91 ^ 

— 2 ©in« ©in« cob^ 95 — ©in« ©inf Bin*»p, 

W w W ^ w ^ 

EoKu + r)— Eofw Kofi» — ©in« ©inr cob29>. 
Gans ebenso findet sich endlich 

' Sof(u — v) = Sflfu ttDfu+©inw ©in i» cos 2g:i + 2 Uo(u ©invcosiüi. 
Die Aebnlichkeit zwischen diesen und den entsprechenden Formeln 
des § 1 springt in die Angen. 

Die orthogonalen Punktionen des Kreises und der gleichsei- 
tigen Hyperbel gehen bekanntlich gegenseitig in einander über, 
sobald man reelles und imagiDäres Argument vertaascht. EtffU 
Aehnliohes findet anoh hier statt Wir haben nach § 1 

^ sinu 

sinu = T-^' 

sin 9> 

also anch 

1^ . ^ 1 Bintii _ ©inu 
i t Bin9> Bintp 

Gl^ehz^tig ist aber auch 

|. ©in« 

Bin SP 
somit gilt allgemein die bisher nur für den Projektionswinkel 
9) ~ 90« erkannte Thatsache 
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- Bin Mi = ©in u. 

Damit ist denn die Möglichkeit angedeutet, von den schiefen Ereia- 
fnnktionen za den Bchiefen Hyperbelfunktionen flbersngehea , nnd 
umgekehrt. Für die Zwecke dieses Bnchea mag es denn anch 
bei diesen Grnndzttgen sein Bevenden haben. 

§ 3. Begriffe der trigonometrischen Linien bei 
willkllrlichen Mittelpanktscnrven der zweiten Ordnung. 
Das in gewissem Sinne duale Gegenstück der 'S. 3 in Kap. VIII 
§ ä ist N. 3 eben dieses Paragrapheii. Am ersten Orte ward 
daran festgehalten, dass der variable Pnnkt auf dem Umfang ' 
eines Kreises resp. einer gleichseitigen Hyperbel sich bewegte, 
wogegen der Projektionswinkel freier Wahl überlassen blieb: nun- 
mehr gehen wir betreffs dieses letzteren zu der gewöhnlichen Auf- 
fassung zortick, ersetzen aber den Ereis und die gleichseitige 
Hyperbä durch eine Ellipse und eine beliebige HyperbeL') 

Dieser Unterfall einer verallgemd.nerler Goniometrie hat bereits 
eine erschöpfende Darstellung in dem Werke von Laisemi gefim- 
äen. Die betreffende Partie desselben wird im Folgenden voll- 
inhaltlich wiedergegeben. 

Man kann nach Laisani &) auf zwei verschiedene Weisen 
zu dem angestrebten Ziele gelangen. Uan könnte nämlich die an 
Kreis nnd gleich seitiger Hyperbel erkannten Gesetze entsprechend 
dadurch verallgem einem, dass man diese Curven auf eine andere 
Ebene projicifte. Besser jedoch erscheint es, durch direkte Be- 
trachtung der Figur mit steter Berücksichtigung des Permanenz- 

*) Kurz zwar, und wegen Hereinziehnng von Integralen nicht auf 
die einfachste Weise, hat bet-eits Gronau diese elliptisch- hyperbolische 
Goniometrie behandelt, wie in § 6 des vorigen Kapitels bereits angedeutet 
ward. Derselbe beachUftigt sich dori; damit, den Sektor einer Ellipse 
oder ungleichseitigen Hyperbel in drei gleiche Theile lu theilen, und 
sieht sich so gaoE natargemtisB in dem von Laisant aelbstständig nnd 
mit so viel Erfolg bearbeiteten Gegenstände gefOhit. Bemerkeuswerth 
ist anch, dass sich Gronau der Anomalieen bedient, um die allgemeinen 
Gleichungen von Ellipse und Hyperbel auf die Form der Gleichungen 
des Kreises and der gleichseitigen Hyperbel zu bringen. Aach darauf 
wird hingewiesen, dass das Additionatheorem fUr die mit atv, xoi, Siv, 
Kog bezeichneten Funktionen wesentlich dasselbe bleibt, wie fUi die 
alten Funktionen sin, cos, Sin, Sof. 

24» 
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3^2 Schiefwinklige goniometriBc'be Linien des Bjreisefl etc. § 1 

geeetzea, die fDr eine beliebige MittelpnnktBonrve zweiten Grades 
gttltigeD Definitionen nnd FundamenttüielatioDen za constrniren, 
Eb wird sich Uerftaeatellen, dass anf diesem Wege ein anatytiBches 
Instrument von hoher Verwendbarkeit ohne grosse Hflhs ge- 
schaffen werden kann. 

i i. Die trigonometrischen Linien der Ellipse. OÄ 
nnd Oß (Fig. 47) sind die Halbaxen einer Ellipse; das Produkt 
Fig. 47. 




derselben ist der Einheit gleich gesetzt. Nach dem Punkt M den 
Umfanges ist der Fabrstrahl OJ^ gezogen, velcher mit der Ä-kxe 
einen Ssktor AOM bildet, dessen doppelter Fl&cheninhalt das 
Ai^nment u fOr die sofort za besprechenden Terallgemeinerten 
goniometri sehen Funktionen bildet Von Jif fällen wir anf die 
XÄie das Loth MP, ferner ziehen wir AT\\ OY und BT\ Ol, 
mit T und T' die Punkte bezeichnend, in welchen diese Parallelen 
die verlängerte OM treffen. Endlich ziehen wir in M eine Tan- 
gente an die Ellipse, welche die beiden Axeu resp. in B und £ 
schneidet. Nunmehr können wir ohne Weiteres die uns geläufiges 
Begriffe vom Kreise anf die Ellipse auedehnen und, indem wir 
der bezüglichen Funktion den die grosse Aze repräsentirendeii 
Buchstaben a belegen, folgende Definitionen anfatellen: 

MF = sin«w, OP -=■ cos««, AT = taug« a, BT = cotang.w, 

Oß = secaU, OE = cosecaU. 

Wie in § 1 und 2 wird es nun unsere nächste Aufgabe sün, jene 

Beziehungen aufzusuchen, welche diese nenen Funktionen mit den 



§ 5. Die trigonometrischen Linien der Hyperbel. 273 

fttten yerknüpfen. Um werde mit OA ftla H&lbmeBfler ein 
yiertelskreis geschlagen, welchen das verUngerte Sinualoth in Mi 
treffe. Den Doppelsektor, welchem im Einheitakreis der Winkel 
AOMi entspricht, nennen wir W|. Dann haben wir 

Wi 1 

S.aect.^OM ~ ö»' 

2.Kzi.A0Mi ^ Z.eect.^OJfi ^a_^ , 

2. Beat. ^0^"^ u "" i» *" ** ' 

weil ja a& ^ 1 (b kleine Axe). Eb ist idso, wie die Maltiplikation 

ergiebt, 

-^ = 1, M = M,. 

Da aber 

0/''= a coaiij, OD •= a secui, BT* = a cotangui, 
Bo ist auch 

a a" a' a 

a a 

Stetien wir all' diese einzelnen Oleichnngen znaammen, ao finden wir 

%\riaU = — sinw, coBaU = acoBu, tang„M »= ^tangtt, 

cotangoU ^ a cotangu, aecdU = a seou, cosecaU — — coseou. 

Es Ist alao jeweila 

sind U C08d u >« sin u cos u, tangs u cotanga u "= tang u cotang u, 

Bec.u cosecsU = secu cosecu. 

§ 5. Die trigonometrischen Linien der Hyperbel. 

Denken wir uns jetzt die reelle Halbaxe einer Hyperbel mit 

OA (in der rorigen Figur), die ima^näre Halbaxe derselben 

mit OB ansammenf allen d, so dass also wiederum das Ealbaxen- 

prodakt = 1 ist, so können wir die goniomctriachen Funktionen 

fU^ dieee willkürlicbe Hyperbel genau so definiren, wie ea in § 4 

betreffs der Ellipse gescbah, indem wir dafllr die Bezeichnungen 

@ttLiU, SofaU, XangaU. €otang,u, SeCati, SofeCaU 
wählen. Die analoge Methode, wie vorhin, innehaltend, gelangen 
wir zu folgenden ämndgleicbnngeu ; 
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Bittall = — Sin«, <So\aU -= a (So^u, XangaU = — Iflngw, 
SotonflaM = o Eotongtt, ©eca« = a ©ec«, ffiof««w = ~ Eofec«. 

Die am SchloBae des vorigen Paragraphen angeffihrten Relationen 
behalten also auch dann noch ihre Gflitigkeit bei, wenn die latei- 
nischen dnrch gothische Lettern ersetzt werden. 

% 6. Transformationaformeln der verallgemeineTten 
Goniometrie. Obne Schwierigkeit führen uns die Entwickelnngen 
der beiden vorigen Paragraphen zn einem System abgeachlosgener 
TrsnsformationBformeln. Eb ist 

1 COSaU 

cotanggu = r — I 



Ettr letztere Oleichnng kann auch diese gesetzt werden: 
- 1. 



- . 1 C&)I,a 

Uotonoa M = — ■ =7^— > 

^ a ©in»« 

— a'®itiäM = 1, 
1.») 

Aach die Darstellnng der Funktionen sinuU . . ., ©ingU . . . doich 
ExponentialgrÖBsen oder in der Form unendlicher Reiben Uast sieh 
leicht bewerkstelligen. Als Ver allgemein er nng der Moivre'iditD 
Lehrsätze treten uns die folgenden entgegen: 

(eoBo u •± aH sina m)" = a"-^ (coSa nu ± a^H sino nw), 

(Sofa u±a'^ ©in« tt)" = a"-' (Eofa nm ± «' ©ina nu). 

Dabei hat man eich immer gegenwärtig zu halten, daaa der stets 





secau coBecdU 


Ebenso ist 






-»"— H-: 


— SoK« 


1 1 «»(: 

a* Sin.«' a* 




So(,« Sin.« 
See» ' Mecu 



*) Bei Laisant 9) steht hier zur Linken das Hinnszeichen. Getreu 
unserem Princfp, die hyperbolische Cosekante, ihrem geometrischen ßiläe 
gemäss, im ersten und dritten Hyperbelqnadranten als eine negstire 
Grüase gelten En lassen, museten wir einen Umtausch der VoiEsichen 
an der treffenden Stelle vornehmen. 
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§ 5. TranBformBtionBformeln der Terallgemeinerten OoDiometHe. 375 

wieder auftretende Coefficicnt a* nichts anderes ist, ala das Ver- 
bältniss der Äsen der in Rede stehenden Ellipse oder Hyperbel. 
Die inversen Funktionen werden in nnserer neuen Goniometrie 
ganz ebenso gebildet, wie in der gewdhnlichen. Ea ist z. B. 
arc sin a X = wc ain ax, SSte ©ntq x ■-■ Htc ©in ax, 

a ' 'a 

arc tanga x = arc tang ax, ?lrc llonga x = Mtc lang ax. 
Bezeichnen wir des Ferneren mit y, z, v, tv die vier Funktionen 
sinaU, cosaU, ®ina u, Sofa u, Bo ergeben sich uns folgende Diffe- 
r en tialqnotie n ten : 

y =-^COBoK, </"-= — einaM, /" — jCOa«M, 

/"''"SinaM..., 

Z' = — a' siOaM, Z" = COSbM, z'" <= fl* BlUaU, 

zC'J .= COBaW ■ • -, 

c" = — j Cof« w, p" = Stn» u, v'" = ^ Eofo «, 

t;"^-' = ©in<.M..., 

Mj' iK. flS ©in» w, w" = Eof, M, »"' = a^ ®ina ti, 

„ufJ — gof^M... 

Verbindet man hiemit die obigen Angaben Aber die Arcnsfhnktio- 

nen, so bekommt man folgende Derivirte: 

du 









= arc Bin„3;, 


|& 


^'^- 








..= 


Itc ©inas; 


äu 
' äx~ 


V^l^^' 








<fo 


1 




1 


dM_ 




CO.. 


'"'Tx 


Va^—x 


■' "" 


(ü:~i 






». 


= arc tanga 







M = arc longa ar, -r- = _. 
^ 'da; 1 
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376 Schiefwinklige gontometriBche Linien dea Kieises. § T. 

§ 7. Das Hlllfsargnment r und eeine .Besiehniigei 
zu u. Wir kebrsD zurück zn den Formeln 10) 

cob't SofpU , 

— i— + a* Bin; r — — ; o* ©iMo m = 1 

und geben denBelben die nachetehende Form: 

-^ a> tang„ t ^- + a^ lang« u — 1. 

Die vier eo erhalteoen GleichoDgen laseen sich zu je zweien id«ii- 
ÜfioireD, sobald 

COSaT ~= SeCaU, dllaT = XOIIga U, 
Sofa " = SeCn T, ©IHa M ^ tango T 

geaetzt wird. Jede dieser Relationen hat alle übrigen nothwendig 
im Gefolge, nnd es besteht also für eine Ellipse und Hyperbel, 
welche in den beiden Äzen Übereinstimmen, genau derselbe weclnel- 
seitige Zusammenhang, wie wir ihn oben für Kreis nnd gleichseitige 
Hyperbel bereits kennen gelernt haben (vgl. Kap. 111 % 9), nnd 
es gewinnt somit die Beziehung zwischen jenen Grössen, welelie 
wir seinerzeit als gemeinschaftlichen ond transsceudenten Winkel 
unterschieden, eine gegen früher weit erhöhte Bedeutung. 
Insbesondere gilt anch: 

— fl siunT __ a tangn r 

i a+cosaT a + aecaT 
^ u a ®ino M a XanUa w . ^ _, w 

Natürlich lässt sich, was wir analytisch erkannt haben, anch 
dorch eine geometrische Interpretation yerificiren. Wir ver- 
zeichnen, um die correspondirenden Werthe von r und u in er- 
halten, über den nämlichen Halbaxen (deren Produkt wieder der 
Einheit gleich geachtet werde) eine Ellipse und eine Hyperbel. 
OA (Fig. 48) sei die grosse Hslbaxe a, AC die gemeinschaftliche 
Scheiteltangente, nnd 

2 . Sect AOM = x, 2 . Seot. AOM' — u. 
MP und M'P seien die diesen Argumenten entsprechenden Sinns- 
lotbe; die Strahlen OM und OM' schneiden die Scheiteltangente 
beziehnngsweise in T und T. Nun ist ©tnsU = tang.T, siuiT 
= XangaW, also ist auch Mf \ M'Tl OA. Legt man ferner in 



S7. 



Du Hfllfeargnment t und seine Bezlehan^D tu t 



M nnd St je eine Be- 
rührende an Ellipw 
nnd Hyperbel, bo leh- 
ren die Identitäten 

®0rnM = 86C,T, COSaT 

= ©ec« M, d&sa diese 
beiden Berührenden 
resp. durch die Fqbb- 
pnukte i" nnd P hin- 
darehgeben. 

Wo aber liegt 
der DarcbacbnittB- 
pnnkt / von MP' nnd ACi £s ist 




AP _ seCnT — o 

PP SeCaT COBaT 



At = 



- — tanga — = lang« 



a + COSa ' 

Der nämliche Werth ergiebt sich, sobald man M'P mit AC zom 
DnrchBchnitt bringt. Es schneiden sich also beide correspondirende 
Tangenten auf der Scheiteltangente, und die Gerade Omlm' halbirt 
jeden der zaBammengehörigen Sektoren AOM, AOM'.*^ 

Ans den vorigen Relationen folgen gana von selbst anoh 
die weiteren : 

AP' _ OA . AP ^ OA ^ OP 
PP OA+OP' AP OP OA ' 
JHP _ a+OP 
M'P~ a + OP' 
Diese letzte Proportion beweist — wovon wir ans alterdings be- 
reits anf anderem Wege Qberzengten — , dasa JHM' durch A' bin- 



*) Es leuchtet ein, daaa die Hyperbel und die ihr gUichaxige Schei- 
teBierührungteiUpse zwei einander involntorisch zngeordnete Curven 
Bind; der Scheitel A', durch welchen M'M hindurchgeht, iet das Centinm, 
AC die Aie der Verwandtschaft, M nnd M' sind zusammengehörige 
Punkte, MP nnd M'P zutammengehörige gerade Linien. Die Beweise 
liesBen sieh folglich ohne allen analytischen Apparat ganz in der Weise 
führen, wie es fUr den epeziellereü Fall des dritten Eapitek nach dem 
Vorgang von ßötsch tbataäcblich geschah. 
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durchgeht, nnd dieser Umstflod gestattet uns, mit besonderer 
Einfachheit zn einem der Argumente x nnd u, welches gegeben 
vorliegt, das andere hinznzufinden. 

Wir erfahren soeben, dass, weno man Ton einem der Scheitel- , 
tangente angehörigen Pnnkt t aus die Tangente tM zieht nnd 1 
den Durchschnitts paukt des Fahrstrahles Ot mit der Cnrre dnrch 
m bezeichnet, alsdann gleiche Sektoren AOm und mOM entat^kii. 
Bin Gleiches gilt aber auch (Fig. 49) für die Dreiecke OAt nnd 



OMt. Ist nämlich BQ die Ordinate 
des Dnrcbschnittspunktes von Oi und 
MA, so wird 



Fig. 49. 



BQ ^ MP 
0A~ PA' 

BQ At 

OQ'^ ÖÄ' 
Die Addition ergiebt 

QA-{-OQ = a=^ BQ[ 



QA = BQ. 
OQ'^BQ. 



MB 
OA 




■^)-K^ 



Bohin ist 



o+eoSaT X 2<i.BQ . 
singT } sinsT 



MP 



AB = DM, 



und damit ist unsere Behanptnng erwiesen. Eine ganz äholielie 
Beweisart dient natürlich auch für die Hyperbel, nnd man bemerkl, 
dasB für eine jede der bdden Curven die Flächeninhalte ÄQU^, 
AOMt, A OM'm' durch die Gerade Omtm' je in zwei gleiche Theile 
getheilt werden. Der direkte Nachweis tüefUr'ist bei der Ellipse 
leicht, sobald man selbe als Projektjon eines Kreises betrachtet, 
nngldch schwieriger dagegen bei der Hyperbel. 

Endlich ist auch noch 

A OlM = A OtJ^ = A OAt; 
hieraus folgt nach planimetrischen Elementarsatnen der ParsUeli«- 
muB von Ot und MM*. 

Lais(mt il) macht nun die wichtige Bemerkung, dass diese 
eftmmtlichen Figenschaften, welche sich zunächst auf einen der 
Scheiteltangente xngehörigen Punkt beziehen, einer umfassendes 
Oenerallsimug föhig sind, und zwar auf aUe Punkte, veHt 
zwischen den Asymptoten und dem einen Zweige einer Hyperbel 



§6- 



FnuktioneD complezen ArgamenteB; PeriodldtSt. 



379 



sich befinden. Man braucht nämlich nnr von diesem Pankt aus 
die beiden BerfDimngstinien zu ziehen nnd dann die ganze Fignr 
80 ZQ projiciren, dasa der Winkel, welchen eine der Tangenten 
mit dem durch den Berttbrangspunkt hindurchgehenden Diameter 
einschlieBBt, ein rechter wird. Da dann die Flächen sich ganz 
im gleichen Verhältnias ändern, so erhellt die Constanz der obigen 
Beziehungen. 

Die Resultate diescB Paragraphen geetatten mannigfache An- 
wendung bei der Lösung conetruktiver Aufgaben über die qnadra- 
tiachen Mittelpunktäcurven; ein BeiBpiel möge für deren viele 
dienen. Wir wissen, dass eine gewisse Ellipse und eine gewisse 
Hyperbel nach Grösse und Lage gleiche Axen haben; gegeben ist 
der Lage nach ein Scheitelpunkt Ä', ein willkUrlicher Punkt M 
der Ellipse und jener Punkt /, in welchem eine Tangente in M 
die entgegengesetzt liegende Scheiteltangente trifft (Fig. 60): man 
soll beide Curveu zeichnen. Man * Fig. 50. 

ziehe ^M und zu dieser Geraden _.,- 

eine Parallele, welche von t nach 
der anderen Seite um ebensoviel ab- 
steht, wie ^^ von t. Alsdann ziehe 
man Ä't und beschreibe hierüber als 
Dnrchmeraer einen Halbkreis, welcher 
jene Parallele in A trifft; nun ist Ä 
der andere Scheitelpunkt, nnd das 
Weitere ergebt sieh von selbst. Die Aufgabe hat zwei Lösangen, 
wenn der Halbkreis die Parallele in zwei Funkten schneidet, eine, 
wenn beide Linien sich berühren, gar keine, wenn sie überhaupt 
keinen Punkt mit einander gemein haben. 

§ 8. Funktionen eomplexen Argumentes; Periodici- 
tät Ans Kap. III § 10 findet sich, indem man sin u..., ®inu... 
durch «UaU..., @tnaU... ersetzt, sofort 




io(w + t») = - (sino! 



■af), 



coB«(u + ti)^— coflflM cosof — a^sina« sinoi;, 

©illo(M + l') = -{©iHoU eofaV + eofoM©ittal'), 

©of» (« + ") = -Sofa« Sofai^ + a^Sin^M ©iltaf, 
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aiDa {m + W) —• - {siüB K ffiof a W + i COS, u Süi, v), I 

COBo{« + fO "" - COBo M Solal' — Ja^BUlaU ©01*0, 

Si)fo(M + tii) =" — Q^ofaU ooBo tf + ja* ©in« u Bin,«. I 

Fahrt mui tn u »och r ein, bo kommt I 

wno(T + irf) = tangaT + isiiioT = @inatt + (3:Äng.w 

= ©innW + isiDoT, 

coBa (t 4- Ml) ™ a (1 — la^aiiiaT tangaT) = a(l — ia'©™.« Imifl.«) | 
— a{l — la'sinar ©in,«), 
©iitoCtt + Ti) a= longa« + i©injW = ainoT + itangoT I 

= sioor + iSina«, l 

8J)fa(« + T0 — o(l+'ia^©inaW longa «) = 0{H-ifl^BinaTt«Dgar) 

= a (1+ JO' ©IBa W BIDaT). 

£b JBt klar, daBB alle früher betreffs der PeriodicitSt der i 
Funktionen sin«..., @inu... gemachten Wahrnehmnngen sieh I 
auch &nf die nenen Fnnktionen aina«.-., ©inaU... Übertragen 
laasen, da ja jene erateren mit diesen bis auf einen constanten 
Faktor 1 a oder — ) fibereinatimmeo. Der PeriodicitätamodnlQB ist 
immer der gleiche, nämlich 2Jr fttr die auf die Ellipae nnd 2^i 
für die auf die Hyperbel bezüglichen Funktionen; nnr fQr die 
Tangenten nnd Cotangenten ist dicB« GrOsse im erateren Falle x, 
im anderen xi. 

§ 9. Maltiplikation und DlviBion elliptischer and 
hyperbolischer Sektoren. Das Addition stheorem unserer 
Tcrallgcmmnerten gontometrischen Funktionen wieder nnd immer 
wieder anwendend, gelangen wir zu dem folgenden, von Zaisantli} 
aufgestellten, Formelsystem: 





siDa 


2m = 


-BinaM COSflK 


©in, 2« - 


-- ©tna«eofaW, 


cos 


.2m 


= ^ 




M-2k = 


= ~|- + a^Sin^ 


tanga 2« 




2 tanga M 


©ina3w = 


aXanfla« 


i 
= 3sin 


— «*tang^M 
M— 4a-siii>, 


3@inaM + 4a=@ii!> 
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4 4 

-^coB^K— 3co8aW, Kof- 3u =•= ^ Eof^ u— 3 ttof» u, 

3tanga M — fl^ ^og^ M 

tsnga 3u = — — -i- i 1 

* 1 — 3a*tang^M 



31 («1-3)1" ™" -"".--r---. 

+ 31^5:3)1"" •''"^"®"> + -- 

■ 2!(m — 2)1 " " 

Hol.™. - a— «^c-'+ anJÜa,, -'- «»rr'" sta; » + • ■ • 

Diese ReUtioDen kOnnen beliebig vermebrt werden, iadem man 
nur in einer dec anB bereits ans dem dritten Kapitel geläufigen 
Gieichangen jedem Qliede die treffende Potenz der Constante a 
als Faktor beifügt. Wie aus den Formeln fUr die VerTielfachung 
jene für die Ttieilnng dnrcli Umkehrnng folgen, brancbt nicht 
erst besonderH gezeigt zn werden. 

§ 10- Polarcoordinatensystem der Ellipse. Ganz be- 
sondere Bedentnng erlangen diese gonio metrischen Funktionen 
der EUipae and Hyperbel dnrch Laisanf &13) Entdeckung, dass 
sich mit deren HtUfe auf eine beliebige Hittelpnnktscarre vom 
zweiten Grade ein ebenaoLche« Polarcoordinatensystem begründen 
läast, wie es ftlr den Kreis bereite bekannt iat Soll in der ge- 
wöhnlicheii Fassung der Aufgabe ein Punkt ^darch seine polaren 
Coordinaten dargestellt werden, so wählt man bekanntlich eine 
Gerade OJ^ als Axe, beschreibt um dnen festen Pnnkt der- 
selben, den Pol, «nen Einheitskreis, zieht OM = r und bezeichnet 
nun, wofern der Einheitskreia von der Axe und dem Radiusvektor 
resp. in a und m geschnitten wird, als Polarcoordinaten von M 
den Fabratrahl r nnd den doppelten Sektor aOm ^ ^, Diesen 
Modus der Goordinatenbestimmnng übertragen wir nun snnlchst 
auf die Ellipse. 
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Oa und Ob (Fig. 51j seien resp. grosse und kleine Axe der 
EU Otnnde gelegten EänheitsellipBe, ^g- &!■ 

es wird Oa. 06 ■=• 1 vonoBgesetiL 
Die gegen X verlängerte Halbftxe 
Oa wird »\a Aze des Systemes ge- 
nommen. Gilt es onn, einen wiU- 
kttrlichen Punkt M der Ebene fesl^ 
znlegen, eo conatiniit man eine 
durch M gebende, der EinheitBellipse äUnliche und zu ihr ähnlich 
liegende Ellipse, deren Eslbasen OA und OB sind. Die Gerade 
OM durchachneidet die FundameniaieiUpse in m. Nun ist 

OM ^Oä ^OB ^ \/0A ■ OB 

Om "^ Oa Ob"^ 1 



= r,, 2. sect aOm = #*, 



wo wir r, und #' als elliptische Polarcoordinaten des Punktes M 

anffassen. M ist durch diese Grässen, wenn d; alle willkdrticheD 

reellen Werthe zwischen und x annimmt, exakt und eindentig 

bestimmt; fttr a '<=&'» 1 kommen wir zu den flhlichen cykHsehen 

Polarcoordinaten zurfick. 

Auch die Beziehungen zwischen polaren nnd orthogonalen 

Goordinaten bleiben erhalten. Wir nehmen Oa als ^-Axe, OB als 

y-Axe nnd fällen von M und m anf eratere die Senkrechten MP 

und mp; es ist dann MF ^ y, OP ^= x nnd 

OP OM MP OM 

-__ a» --— .m r„ = -—— —» Te, X'=*r,.Op, y •=r,. mp. 

Op Om ' mp Om ' fi n 

Hiefür kann nach § 4 auch geschrieben werden: 

X^= Tt OOfla &,, y = Tt slUo #.- 

Die«e Formeln eimOgliohett den Uebergang vom einen Systeme 
zom anderen. Ersetzt man, was praktiBoh^beqaemer, eosg noi 
sinn durch cos nnd ün, so wird 

X ^ ar, cos 9-,, y ^ - r, sin 9-,. 

Will man die- Transformation im entgegengesetzten Sinne durch- 
fahren, so hat man diese Gleichnngen n*ch r, nnd 9; anfsnläwn 
und bekommt 



'\/¥' 



-^x^+a^y^, tang*. = 

Für den üebergang ans dun elliptiBCh-poluen in das cyklisch- 
polare System hat man: 
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cos^# + a^ sin^ & , taog #, — a^ Ung ». 



Sind reap. in den beiden zuletzt genannten Systemen zwei krumme 
Linien durch ihre Gleichungen 

/[r., »,} = 0, /(r, #) = 

gegeben, ao fragt sich, welche geom^triache Relation durch daa 

ZuBammenbeatehen dieBer äleichungeu siguallairt iat. Man hat 

auccesaire im gewöhnlichen und im elliptiachen Pidarayatem 

X ^ ri eo8 *i , y = ri sin #i, 

x* = OTi cos ö'i , y' = - ri sin #i, 



x* = aar, / = - j». 

Wir schlieaaen hieraus auf die lUchtigkeit des nachstehenden, 
für die Theorie der algebraischen Carven wichtigen, Satzea: Stellt 
die Gleichung /{r, #) ^ im cykiiscben Folarsystem eine Curve 
nten Grades dar, so thut ein Gleiches auch' die Gleichang /(r,, ^«) 
= im elliptischen Polarsystem. 

Durch Derivation erhält man 

dy' 1 dy x dy x' dy' 

dx' a^ dx y dx y' dx' 
Hieraus erhellt, dass einer bestimmten Tangenteurichtnng bei einer 
der beiden Cnrven eine constante — von der vorigen im All- 
gemeinen Tersohiedene — Tange ntenrichtung bei der anderen ent- 
spricht, ganz unabhängig vom Berührungspunkt. Diese Resultate 
führen zu einfachen geometrischen Construktionen. 

Da x* = aa;, y' = — y, ist auch x'y* ^ xy. Demnach sind 
Bämmtliche aus einem gegebenen Punkt M durch alle möglichen 
Polarsysteme abzuleitenden Punkte zugleich mit ihm auf einer 
gleichseitigen Hyperbel gelegen, welche die Coordinatenaxen 2u 
Asymptoten hat. 

Sind nnd q' reap. die Krttnunangahalbmewer in den Funkten 
M und M', «0 ist 
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ffe> dt^ 

tPy ' ** ^ (Py'' 

wo df usd ds' die Bogeoelemente vontollen. D» aber 

da:'— odit, -^^^■^\' 

80 wird 

g ^ df> 

Weil ferner arda::' ^ x'da;, yiV = y'äy ist, liaat aioh du Ve> 
hXltnlBS der KrUmmangandieii anch «nf folgende Form bringen: 
/d»V 



. <t)' <t 



>(IT 



Eine merkwttrdige Eigenechaft des elliptiscben Folarsyatemee be- 
steht darin, daea der Anadrnck IHr den zwiaeheo zwei beBacb- 
barten Radien vektoren OM, OM^ (F^g. 53) and dem Bogenelement 
MU\ eingeschloBsenen Elamentaraektor 
gleich Ir^cd^t, also mit jenem Ansdraek 
identisch ist, welchen nun ans dem ge- 
wöhnlichen Polaraysteme erhalten würde. 
Geometriaeh leuchtet dieaa onmittelbar 
ein. Constrnirt man nämlich die dnrch ^^ 
# gehende Ellipse des Systemes, so sind die beiden Sektoren MOM\ 
nnd MOX-i einander gleich bis auf das Dreieck MMtMi, und dieaa 
ist ein ünendlichkleiues zweiter Ordnnng. Die Fundamentalellipae 
schneidet die beiden Fahrstrahlen in m nnd ffij; es ist dann 

sect. MOMt ÖM^ , ^ « . j« 

aect mOmi Om 

alao 

aect SIOM^ = ir^ d*. 

Auch rechnerisch ergiebt sich sofort die Identität 

Ist demnach die Carre /tr, 9-) — quadrirbar, so ist dieaa ancb 
die Curve /(r<, #,) «■ 0, was freilich anch a priori einges^s 



§ 11. Folaroaor^iiKteiiarBteiii dar gleloh*e1tlgeti Hyperbel. 3g& 

werden kann, indem aioh jede der beiden Curren als die Pro- 
jektion der anderen aafi'uaen Iftsat. 

UoBer CoordinatenBystem bietet Vortheile, wenn der Schwer- 
punkt eineB von Ewei Fahratrahlen eingeBoUoBBenen Sektora anf- 
gesncbt werden soll- Sind |., tj, die Coordinaten dieaeg Schwer- 
pnnkteB, so wird 



;«=»« ^Ä ' >?'- 



/•*. '''30 /^i 



d». 



Versteht man sonach unter § und i) die SchwerpnnktBCoordinateo 
fttr den entsprechenden Sektor der zugeordneten Cnrve f[r, 9-) — 0, 
80 hat man 

in Worten: Die angegebene TraBsformation läaat den Schwerpunkt 
einer jeden Figur unverändert. 

Ohne weiter auf die mannig&ltigen Analogieen Ewiachen dem 
cykiischen und dem elliptiBOhen PoiarBjBtem einzugehen, nennen 
wir nur noch die einfache Gleichung r, = Const., welche eine 
mit dem Pole eoncentiiacbe Ellipse darstellt, nnd anB welcher 
man ebenaowohl sAmmtUche Eigenschaften der Ellipse ableiten 
kdnnte, wie diejenigen des Kreises aus seioer bekannten Polar- 
gleichung r ■«" Coust. 

§11. Polarcoordinaten der gleichBcitigen ByperbeL 
Wir gelangen jetzt zu einer neuen Darstellang der Punkte einer 
Ebene. OZ (Flg. 53) sei eine feate Axe, ein festem Punkt der- 
selben; BoU der Punkt J/fixirt werden, P>S- ^3. 
so legt man durch M eine gleiohBeitige 
Hyperbel, deren reelle Halbaxe OA 
auf OX liüt, nnd construirt sodann 
eine zweite ähnlich liegende gleich- 
seitige Hyperbel, deren Halbaxe Od =1 
ist. Der Fahratrafal OM aohneidet 
diese letztere Cnrve, die Fiaidamental- 
hyperbel, in i»; wir w&hlen alB Ooordinaten von M die Strecke 
OA =— R und den doppelten hyperbolischen Sektor aOm = ß. 
Dieas ist dann das Polarcoordmatenstfstem der gleichseiiiffen 
Hyperbel li). 
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lat Oy X OJC die V-Axo eiaea OrthogoB&lsjatQOMs, so k&ni 
msD leicht das eine dieser beides Sfsteme Auf du Andere flbe^ 
Akten, fia ist, wenn MF nnd mp _L OJ', 

Qp Om "° Oa' mp ^ Om Oa' 




Andererseits ist, wenn man vom cykUschen znm gleichseitig-bn>Bf- 
bolischen PolarByatem aufsteigt, 

r = Ä l/söfzö, lang » = long ö, 
Ä = rl/cOs2*, IaHfle = tang#. 
Zugleich ist immer So|26 eos^^ = 1. Diese Bedingangsgleichniie 
IttMt erkennen, daai, solange Ar bloa reelle WertJie zngeUss« 
werden, dnrch unsere neuen Ooordiaaten lediglioli solche Paukte 
der Ebene repp&sentirt «erden können, welche dnrch die Asym- 
ptoten der FnndKDientalhjperbel abgeeohieden werden. 

Ein Etementarsektor ijit, wie geometrisch und algebraiecli 
gleieh leiebt zu beweisen, in -unaerem Systeme gleich iR'^dO. Ist 
sonaeli die im cyklisohen System durch /[r, #) «> gegebene 
Garre qnadrirbar, so ist es ancb die der Gleichung /{R, 6)^Q 
entsprechende Gurre, denn beide Flächen werden darch dai 
n&nlicbe Integral reprisenlärt. 

Fdr uneo Sektor, dessen Spitze im Pole liegt, sind die 
Sckwerpunktseoordinsten g* , i}* dnrch folgende Formeln gegeben: 



&=f.- 



/ ÄäSoföde / Äsgjnede 



f R^ae S Ä^dö 



Im Folge der uns geläufigen, zwischen den Kreis- und Hyperiwl- 
fnnktionen bestehenden, Besiehnngen kennt man die im ZiUer 
stehenden Integrale, sobald 

bekannt sind. Sobald also der Schwerpunkt ftlr einen Sektor der 
Curve /(r,^) = gefunden iat, weiss man auch, wo derselbe is 
einem Sektor der Cnrve /[R, &)=•<) liegt. 



■v, Google 



f 11. Folanjoordliuttea der gtefehsefü^n Hyperb«). 3gT 

Oans BammariBeh mSgen noch folgende Theoreme saf^^eEihH 
werden ; 

1) Die Gleichungen r^/rsin*, r = äcob* repraaentireit 
im cykliBchen Polaraystem Kreise, welche im Pole resp. eine der 
Axen tangireD, nnd ebeDso repriBentiren die Oleichungen R =— 
k @in ß, R = k CEof ß in nnserem System gleichseitige Hyperbeln, 
welche im Pole BerDhrnngen mit den Äzen eingehen. 

3) r = A sec *, r — * cosec #, Ä — A @ec ö, ß = k ttofec ß 
Bind resp. in beiden Systemen die Olelchnngen gerader Linien, 
parallel nnd normal zur Polaraxe. 

3) Die allgemeine Gleichung der Geraden ist im Polarsystem 
des Kreises nnd der gleich seitigen Hyperbel tesp. dieae: 



nsinö'+i' cos» n^iae+p <&o\ß 

4) Far die Qleiohntig eine» beliebigen Kreises hat man qi 
beiden Systemen resp.: 

r^ + (m sin # + n cos ^) r + j» = 0, 
B^+{m ©in e + n Sof ß)ß+p=-0. 

5) Fdr die allgemeine Qaadricarve sind die entsprechenden 
Gleich nngeu: 

(m Bin- # + n Bin # COB fr +p cos' #) r^ 

+ {2Bin#-|-* coaff) r-|-( = 0, 

(m ©in* e + n ©in Ö Eef e +i« Sof ^ ß) Ä* 

+ (g®me+s<S.o\ß) li+t=0. 

6) Sehr leicht läaat sich auch eine Beziehung zwischen den 
dnrch die Gleichungen 

Ä= - 



l+ncoB* l + nUofÖ 

du^eatellten Gurren herstellen. Beides sind Kegelschnitte; je 
nachdem der eine eine Ellipse oder Hyperbel ist, iat der andere 
eine Hyperbel oder Ellipae, nnd zwar von gleichen Axen. Ist 
eine der Cnrven eine Parabel, so ist auch die andere eine Parabel, 
nur von entgegengesetzter Axenrichtnng- 

7) Die Gleichung R ^ Conat, stellt eine dem Pole concen- 
triache gleichseitige Hyperbel dar. — 

Wir wollen noch den Schwerpunkt fBr den von zwei Kadien- 
vektoren eingeschlosseaen Ceotralsektor einer gleichseitigen Hyper- 

25' 
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bei mit der reellen Halbaie k =^ R wirklich beBtimmenj es Bei 
der Sektor MiOM^ (Fig 54) der gegebene, 2. Sektor AOMi = 
Gl, 2. Sektor ÄOM^ = ö,. Dann 
ist, da Ä — Ä wird, Flg. 64. ■ 

,,, Sin 8i— Sinei 

'©in 6de 



f "Sin 



,,. gate,-aii(e, 



t' 



Terateht man unter S die Fllelie des Sektofs, 

s-~(e,-e,i e,-e,- 

nnd, wenn M,D | OX, flf^D || OV gezogen wird, 

JII,D — * (Sin Si— Sin SO, *,« — * (Uni S,— Ucje,), 

bIbo 

11. *<* 11. *i* 

li — i*'--|-' 111 — Jt".-j-- 

Zietit man also vom Pol naeh dem Sciiwerpnnltt G den Stnbl 
OG, BO iet 

s ' 

tj^ tojs.— Mft »• »i + e. «L* 
g»~Sine,— SinSi"" ' 2 ""jf,*' 
Daran Bchlleasen Bioli einige interOBBante CoroUarien; 

1) Die verllngerte OG lialbirt den Sektor. 

2) Diese Gerade bildet mit der Absciaaenaxe deoBelben Wia- 
kel, welchen die Sehne MiMy mit der Ordinatenaxe bildet: OG 
und ein an M^M^ paralleler Polatrahl sind conjogirte Dareh- 
measer. 

3) £s bestellt die Proportion 

S:OA' — iM,M^:OG. 



OG — ißc'.- 
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4) Die Absttnde äes CeDtrtimB von den Schwerpunkten zweier 
gleicher Sektoren stehen zu einander in demselben VerhAltniss, 
wie die Sehnen dieser Sektoren. 

6) Die Abstände des CentmmB von den Schwerpunkten irgend 
zweier Sektoren stehen zn einander im umgekehrten VerhSltniss, 
wie die Flächeninhalte dieser Sektoren und im direkten Verbält- 
nisB, wie die Sehnen dieser Sektoren. 

6) Fflr einen Sektor dieser Art ist die zn OG als Halbmesser 
gehörige Kreisperipberie gleich zwei Dritteln der Sehne des Sektors. 

Uebertragen wir nnaere obigen Ergebnisse nun noch schliess- 
lich anf den Raum. Werden die gefundenen Werthe fiQr g« nnd 
rjk mit 2 Ji multiplicirt, so ergiebt sich 

Diess sind Kürperinhalte, die wir durch das Guldm'väit Theorem 

hstten verifiüren können. Ziehen wir durch den Scheitel A {W\g, 56) 

eine Parallele A¥' zn OY nnd 

durch den imaginären Scheitel 

B eine Parallele BX' zn OÄ, 

sowie ^iiMi' nnd Mitn^' ^_BX', 

Mittii ond JHiffij _L ^ J", so folgt; 

1) Die durch Umdrehnng 
des Sektors MiOH^ und des 
Dreieckes OmiBij um die J'-Axe 
entstan denenRotationskörper sind 
inhaltsgleich; 

2) Die durch Umdrehung des Sektors M^OM-t nnd des 
Dreieckes Ont\m'i nm die J'-Axe entstandenen Rotationskörper sind 
inhaltsgleich. — 

Sind M[, M\, ly die im oonuentrisohen cykliachen Polar- 
system den Punkten Jfi, M%, D entsprechenden Punkte, nnd setzen 
wir resp. #i = öi, ^^ = B% voraus, so ist auch 

I " M'^iy' t] M-^B'' 
§ l2. Po larco ordinalen System einer willktlrlichen 
Hyperbel. Wir können nun endlich auch noch mit Laitanilh) 
ein dem vorstehend betrachteten analoge Coordinatensystem bilden, 
indem wir nur an Stelle der gleichseitigen eine ganz wiUkQrlicbe 
Funäamentaihyperbel vi Grunde legen: das hyperbolische Polar- 
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B90 SoUefwinkliKe fonlometrlMshe Udwii d«a Krei«ea ete. § 13. 

tyttem schleehthnt. Die CooTäiii&t«ii eiuea Panktoa warden dann 
K&M di« bidbe reelle Ax6 Rj, eiser gewiBaen dnieb diesen Funkt 
gelegten Hyperbel und der DoppelM^tw Si, welcher is einer 
IbnUchen «ad ähnlich liefenden Carve vom Halbnenprodnkt 1 
— eben der Fandamentalbjperbel — durch Jenen Fahrstrahl abge- 
grenst erBoheint AUe Entwickelnngen würden üeb denjenigen 
ftir d«a elliptische PoUrsystem analog verhalten; fQr aini^ oob.... 
warden beziehnngsweise die verallgemeinerten Hyperbelfnnktionen 
@tn*, üEof« . . . auftreten. 

DieseB System Btebt zu dem PolarsyBtem der gleicheeitigen 
Hyperbel offenbar genau in dem gleichen Verhältniss, wie das 
elUptiBOhe Polarsystem zu dem des EreiBeB. Geht man von riner 
Ourve f\R, @) ^ «ob und betrachtet die aus ihr hervorgegangene 
Gnrve /(Rh, &») ■= 0, bo wird durch die Medurch gegebene Trans- 
formation erstere Gurre in der Richtnng der Folaraze ans- 
einandergesogenl in dner hiezu senkreehten Richtung eompn* 
mirt oder umgekehrt in der erBteren Riehtuug znaammengedrü^i, 
in der zweiten dilatirt Die zwischen homologen Punkten zweier 
solcher PigDren bestehenden Beziehungen sind von nse bereits 
skiziirt worden. 

Da wir es bei diesem Systeme also, gani Shnltcfa wie in 
Kap. V § IB, so zu sagen mit dem Schlnngilede einer Proportion 
zn thun haben, deren drei andere Glieder wir bereits Totlständig 
kennen lernten, so dSrfen wir die nach dieser Richtung möglichen 
Verallgemeinerungen dem Leser flbertaesen. 

S 13. Weltereanalytische und geometrische Anwen- 
dungen der Laitanfaehen Coordlnaten. in Kap. IV § 3 
ward bemerkt, dass die beiden Trisektionsgleichungen fOr einen 
cyklischen nnd hyperbolischen Sektor, in welche dort eine, an 
sich ttberflnssige, willkdrliche GrOsse eingegangen war, von Zotnmf 
anf eine besonders zweckdienUche Form gebracht worden seies- 
Derselbc geht eben 16) nicht von den gewöhnlichen, sondern von 
den verallgemeinerten ^kuschen und hyperlMlischen Funktionen 
aus und betrachtet (vgl. auch § 9 dieecB Kapitels) die folgendes 
beiden Gltiehtugen : 

. , M 3 . u , Biauu „ 

-,. , u , 3 ^. u ©iuuu 
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§ 13. WeiWra KM.}, n. ftoto. Anwend. d. Lmsaitttehea Cnordtnnten. 901 

Die weitere Behandlnlg ist dann der an Jtner Stelle gegebenen 
weaentlicfa analog; nur die EinfBhmlig dw Parsmeten a ist in 
glfiefcUcher Weise notirirt. 

Bei Aufgaben ttber die Qnsdnttu t«b Onrvetv kann it» Poljur- 
coordinatengfBtem der gleichBeitigen Hj^erbel häufig gute Dienste 
leisten. Die Cassinficiie Cnrve (Lemniskate im weiteren Sinne) 
hat in cartesiachen Coordinaten die Qleichnng 

wir anohen den Flächeninhalt eines Sektors, welcher von der T-Axe, 
einem nm t « 45°) gegen selbe gerichteten BadiDsvektor nnd 
dem sngehörigen Bogen eiDgeBchlogsen wird. Schreiben wir 17) 
diese Gleichung so nm, dass sie dem nenen Coordinatensystem 
entspricht; indem wir a; = ß (EofO, y= R ©in 9 setzen, so 
wird sie 

asd die FUehe nnseres Sektors ist sosach 

S=\f äV© = 1 (ai Sin 0+6' Eof ©—6»). 

Der Grenzwerth 6 ist dnroh die Neignng x der Greozlioie derart 
bestimmt, dass 



ist Vei^leiehen wir hiemit Kap. III § 12, so ist such 

ae — logtong(46» + e). 
Eine andere Cnrre hat 18) die Gleichung 



bei Transformation, in das PoUrB;atem der ^eiohseitägen Hyperbel 
nimmt dieselbe die Gestalt an: 

Ein Sektor von derselben Beschaffenheit, wie es der vorhin he* 
rechnete war, hat die Fläche 






Ä>de=. — ©s — ^ -= 

6 6a 

«0 wiederum t and # dnroh die Relationen 



^ {x^y^Y 
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303 VerseiobMiM dn- In Kaip. Vm cdlirt«ii Sebriflea. 

39 — bgtug (46»+T) 
mit (HBKDder TeAnOjrft üad. 

XwHBi/ bat £e NOtdiebkeit seisM Verfabnnu aneh u ZaU- 
bri^lea (a. a. 0.) i 



1) Biekrmfier, üeber sehiefe trigODraaetrisdie Finktimm und 
ibre AnvendnDg, NOrdlingen 1877. 

2) Umerzogt, Tbeorie der goniometriKhen und loDgimeMKbei 
Qnaternionen, Wiesbaden 1876. S. 1 ff. 

3) Ibid. S. 3. 

4) Ibid. & 4 ff. 

5) ffiehrmger, S. 17. 

6) Iktverzofft, S. 15 ff. 

7) Banktl, Tbeori« der eonplexen ZaUenBTSteme, Leipng 
1S67. S. 197. 

6) Laüant, Esuü Bnr les fonctioofl hyperbt^qaes, Pari« 1874 
S. 87. 

9) Ibid. &. 40. 

10) Ibid. S. 43. 

11) Itad. & 4». 
13) Ibid. 8. 47 ff. 

13) nüd. & 71 fl: 

14) Ibid. S. 76 ff. 

15) Ibid. S. 83 ff. 

16) Ibid. & 64 ff. 

17) Ibid. 8. 96 ff. 
16) Ibid. S. 97 ff. 
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Kapitel IX. 

Die veraligflmeiiiertea goniometrisoheii Beulen nnd die 
verallgemeinerten gomometrlBchen OperatioDBgesetze. 



§ 1. Die lltere öeaobichte dieser Erweiterang des 
Punktionabegriffes. V. Biccati. Die Nammeni i und 5 
des Programines, Teiches wir in § 6 des Biebenteo Kapitels fflr 
UDsere wetteren UntenraohnngeD aafBtellten, sollen den OegensUnd 
dieses KspiteU bilden. Die Art der Darstellung wird wesentlich 
eine entwickelnngsgeschichtliche sein masaen. Denn es wird aicb 
heran astelle n , dass der Gedanke, den goniometriscben Fnnktiona* 
begriff in der angegebenen Weise zu erweitern, bereits in eine 
Eiemlich frühe Zeit hinaufreicht, jener Gedanke nämlich, ans den 
bekannten Reihen fttr Sinns und Cosinns in besUmmten Zwiscfaen- 
rftnmen Qlieder anszulaasen nnd die alsdann noch restirenden 
Reihen (ür sich zu diskutiren. Einen weiteren Aufschwung konnten 
diese Betrachtungen allerdings erst dann nehmen, ein aymmetri' 
gchea GefUge erst dann gewinnen, als mit der weiteren Ausbildung 
des Determinante nrechnens die Vereinigung von N. 4 nnd 6 nnter 
einem gemeinsamen Gesichtspunkt möglich geworden war. In der 
Tbat hat sich dann auch eine sehr grosse An»bl von Mathe- 
matikern mit dieser Frage beschftftigt, allein ftber ihren Arbeiten 
waltete bis in nnaeren Tagen inaoferne ein eigenthOmlicher Un- 
stern, als die Kenntniss des früher bereits Geleisteten sich nur 
änsaerst wenig verbreitet zeigte. Eine betrübende Erfahrung, diä 
der Geachichtsschreiher der Mathematik freilich gar nicht selten 
sn machen gecwnngen ist, drtngt i^ch gerade hier gans beaondera 
aaf, die nftmlich, daaa stets von Neuem ohne lureiohende Kennt- 
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niBSnahme dee bereits Geleisteten &n das xa lösende Problem bersn- 
getreten wurde. Es mag diese Erscbeinnng nmsomebr auffallen, 
als ein tiberwiegender Bestandtheil der dieHsbeztlglichen ^tndien 
in ein und derselben Zeitschrift znm Abdruck gekommen ist, 
allein die Thataacbe steht n ich tedeeto weniger fest Wiederbolnngen 
werden uns sonach nicht erspart bleiben kSnnen, wenn wir im 
Folgenden es nntemehmen, den Terianf dieser üntersnchnngen 
qnellenmSsaig zn sobildem, nnd anoh im gflnstigsten Falle wird 
die Gleichförmigkeit der ErsShlong ^h gerade nicht als ein be- 
lebendes Element fBr dieselbe erweisen. Gleichwohl ist es gewiss 
an der Zeit, diese Lfleke endlieh ansanfnllen, sei ss andi nur, 
nm das Verat&ndniss derjenigen modernen Forsehnsgen TDrsn- 
bereiten, mit welchen die Frage nenerdings in eine neue 'Phase 
eingegangen ist 

Der erste Hatbematiker, bei welchem wir einen Versnch der 
Erwdternng dea überkommenen Begriffes der trigonomotrischen 
Reihen nachsnwuaen in der Lage waren, ist Graf Fincenzo Riceaiil) 
(vgl Kap. I § 3). Nachdem derselbe, nnter a die halbe reelle 
Axe dner gleichseitigen Hjperbel verstanden, die Identitit 

U\u + Smu-a + . + ^+^, + ^, + ... 

abgeleitet bat, bildet er ans der rechtsstehenden Reihe dnreh 
snccessive Aasscheidnng je zweier Folgeglieder drei neae Reiben, 
and zwar stellen sich dieselben in folgender Form dar: 

Cm diese Formen mit den nna gellofigen an tdeitificiren, haben 
wir btos von den geometrischen Vorstellungen abEatehen, mit 
welchen damals eben jede analytiiohe Dntemehnng verknüpft 
war, nnd demgemtss a=^A — B=~C=^l an seteen. Biecati 
beschlftigt sieh mit diesen Reihen nnr mehr vorttbergebend, ohne 
gerade Bedentendes isn finden, indess ist es immerhin benerkens- 
werth genug, dssa mwa Oberhaupt damals aohon *a eine solobe 
Veml^emranerang zn dmken wagtc> 
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§ 3. OUvür, Mofmu. 395 

f 9. Olivier, Magnus. Ziemlich hundert Jahre naeh d«m 
iUlieaiichcn Qeomeler a»hin Olwier 2) den Glegenatand von Nenem 
auf. Sein Anegangipuikt war alleidings ein andärer; er gründete 
seine welteron Uaberl^nngen anf die Wnraeln der GleicbiiDgen 

a^-^Fl— 
nnd fragte sich, velche Ter%ndernngen mit der bekannten Iden- 
ütst 

a;» a;» »* 

vor eich gehen, wenn an Stelle der Zahl 1, mit welcher hier der 
Ejxponent verbunden erscheint, andere EinheilBwurzeln treten. 
Setzt man die Wuneln der obgenannten Gleichungen resp. gleich 

a, a», a3 . . . a'; ßa, ßa*, ßa^ . . . ßa", 
wo also 

+ 0^+0"+... +a' = ßa + ßai + ßa^+... + ßa*~0 
ist, nnd sttbstitnirt für den Exponenten x nach nnd nach ax, 
a^x . . . a'x, ßax, ßä*x . . . ßa'x, ho gelangt man durch Addition 
schlieBflUeh sn folgenden allgemeineren Identitäten 

Die in den ElammerD befindliehen Reihen werden dann ala aelbst- 
Bttndige wal:r^ohe Funktionen definirt nnd far spezielle Werth« 
Ton n diskntirt; far n <= 3 gehen dieselben resp. in die Reiben 
&ir den hyperbolischen CoHinn« und cyklischen Cosinns Über, denn 
da ß = i, a = — 1, a^ = +1, so haben wir in diesem Falle die 
bekannten Relationen: 

^+.-.=.o+i;+i;+...), . 
<^+^-2(i_i;+i;-...). 

Da Olivier fUr die Hyperbelfanktioneo keine geeignete Bezeich- 
nung besitzt, 80 ytiri sein Raisonnement Hangels einer solchen 
ziemlich nndnrchaichtig. 

Einer No&s Ton Oelle (a. a 0.) zufolge ist Magnas genau 
znr gleichen Zeit zu den nämlichen Er^nissen gelangt, hat sich 
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aber, nsehdem Olivter'B Abhandlung beretts zum Drneke beftTdert 
worden var, an eioer VeröS^tliehnng nklit entBohlieBiieii können. 
g 3. Belltviff, Büttel, Simon, Beytrell, Mögt. In 
Dentaahland reiht sich nunmehr eine gsnze Kette von Hathenafr 
kern an, welche, jeder eo aiemlich unabhängig von den tlbrigen, 
den Charakter der so verallgemeinerten goniometriscben Fonktionei 
stndirten. Der chronologiechen Ordnung folgend erwähnen wir 
annftchat Hellmg'i, weloberS) in seiner ersten Bearbeitnng noeb 
rein formal die allgemeineren Reihen betrachtete, welche ans den 
Fundamental reihen der algebrai^hen Analfsis durch Ueber^ringen 
gewisser Glieder hervorgehen. Speziell auf die Verallgemdnenuig 
der Hyperbelfunktionen — jedoch ohne gerade darauf Gewicht 
zu legen — gieng wenig später Büttel i^ ein; er beschifligt aicii 
mit den Curven, welche resp. durch eine der drei Gleichungen 
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dargestellt sind, und summirt die rechtsstehenden Reihen dareh 
Integration gewisser sie definirender Differentialgleichungen. Seine 
Resultate decken sich der Hauptsache nach mit jenen Anderer, 
von denen wir noch zu reden haben werden, scheinen aber bo 
got wie ganz unbekannt geblieben zn sein, ohne diese irgendwie 
zu verdienen. Denn die Methode ihrer Herleitnng ist zwar in- 
direkt, aber keineswegs nnelegant. 

Wesentlich anf dem gleichen Wege gieng Simonh) vor. Er 
setzt die kubischen Wurzeln der negativen Einholt resp. gleich 





1+il/S ,, l-iV3 
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J^, und bildet dMn die AmdiUolie 
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§ 3. BOimg, Büttel. Stman, B^äeli, Mo»t. 897 

and beweist, d&M diese neuen Fanktionen der DifferentlalrechDaug 

GenOge leisten. Zwischen Bitttel nnd Simon besteht also bloe der 
Unterschied, dass Ersterer auf eine Versllgemeinernng der Hyper- 
belfnnktionen, Letzterer auf eine VeraUgemeineraDg der Kreis- 
fnnktionen zostrebt. Dagegen sacht Simon seine Funktionen % 
S9 und CE anoh noch in geschlossener Form daraustelien ; er leitet 
fOr sie folgendes System linearer Qleiclmngen ab: 

^{x)—f^{x)—M{x) - <r^\ 
Hier sind K, 9 and CE in bekannter Weise zu berechnen. 

Abennale etwas genereller gehalten ist die der Zeit nach*) 
znnftcbst sich anachliesaende Abhandlung von BeyssellQ). An 
die Spitse derselben ist die Funktion 

X* xT^ a;*H< 

^'""«i~ (n + j)I ■'■(2n + ?)!+ "■■ 
gestellt, welche' für 9 = and ; •-• 1 resp. in cos:e and slnx 
Qbergeht, sobald noch n= i gesetzt wird. ' Beyssell atndirt aller- 
dings speziell nor die FUle fl ^<^ 3 und n "^ 4, für welche er 
die sngehdiigen linearen Gleichungen aufstellt nnd die Additions- 
satze ernirt So hat man z. B. fOr den dritten Grad folgendes 
Additio natheor em : 

(x-f y), =ai,j/i+x,j/8— xjy,, p 

{«+y)» — a:oyj+«i yi— a^^yo- 

ExpUcit dargestellt wird 

a^i — = g \e-' + e* cos (^ L' ^j + «^ 1^3 sin [x 

«* = I f «-«— e' cos [x ^ JJ + «^ /3 sin 

Diese Ansdrfloke werden dann auch geometrisch coostmirt 

*) Osnz Htreoge wahr Ist diess nicht; die Arbeit Knar'i iBt ein 
wenig ftlteren Datum«. Indeia finden sich Im nfichiten Parftgisphen die 
Gründe fUr die Zurückstellung dieser letzteren suedrlicklicb angegeben. 
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Hehrere Jahn nuh aeiser erste» PnblikatioB Beu Helhtig 7] 
derselben eine zweite nachfolgen, welche sowohl der Form nach 
MBgedehnter nnd bestimmter gehalten war, als anoh die Materie 
weit TolleUudiger beberrsehte. £r besnefanet d«rch 1 , &■, £}..,£« 
die Wurzeln der Gletehnng 

a*+»— l=.o 
nnd mit X^, Xi, X^ . . . ^»^i jene Funktionen, „welche die Snmmeii 
der ans der Reihe für e* dnreh Ueberspringen von jedesmal n 
ßliedern entstehenden Reihen bilden"; fflr sie besteht folgendes 
die simultane System: 

Xt+ X^+ Ti4-...+ Xn — Ifl:, 
Xü + ti Xi+e\Xi+ ... +^X, — etiX^ 



Xü + t,Xi+e\Xi+ ...+c".j; = ««-«. 
Hieraus findet sich nach bekannten Begeln: 
Xu — 
1 



1,1, . 
1,«., 


.. 1, «», 1, ... 
. .'7',«'.», .;, ... 


1,«» ■ 


. ü^',«.., ^ ... 



1,1 . 
i,«i . 

l,e, . 


.. 1, 1, 1, ... 
.. e^',t^',«J, ... I 


1, «.. 


• «';r'.«*;'.«i ■•• 



EHe ÄdditiODBtheoreme fliessen leicht ans dieser Darateltnng. 

Anhangsweise sei noch von einem SpStling dieser Untersncb- 
ungsreibe die Rede, der der neuesten Zeit angehört Mott 8) hat, 
ohne dem speziell fnnktiottentheoretjschen Gesichtspunkt Rechnung 
za tragen, die analytische Aufgabe gestellt und gelOst, aus der 
Reihe fOr irgend eine Funktion f{x) jeweHs das pta Glied aus- 
zuwählen und die somit ans dem pten, 9j/ten, Spten . . . Gliede 
bestehwde unendliche Reibe fOr sich, zu snmmitea. Verstebt 
man unter «i ... et, die j? Wurzeln der Gleichung a' — 1 ■=> Q, 
so hat man 

<+<+<+. ..+a; = S, 

je nachdem r ein Vielfaches von p oder gleich NoU ist; wild 
also 

vorausgesetzt, so ist 
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j f{a^x)+f{aix) + . . . +f{a^)) = Jk+AfXf + A^-»+ . . . 

Hier vard aUo angenommeD, dus man bei der Aaawahl das etite 
Glied der Reibe mit beradcBiolitigt; will man hingegen bdm sten 
Gliede erst beginnea nnd nunmehr in InterTKllen von je p 
Gliedern {p>u) fortschreiten, bo hat mau 

p\ a\ '^ a\ "^"-"^ ß| ) 
— Ätxi + At^s^' + Af^ipx!^-" +...*) 

§ i. Die Monographie von Knar. Im gleichen Jahre 
irie dl« von Sim<M «nchien eine sehr aiußhrliohe monographiiche 
Bearbeitnng uneeier Frage asB der Feder dea stejriBcben Hathe- 
matikera fnwlO), eineB Uannes von änaaerBt gründlicher Gelehr- 
aamkeit, deaaen Arbüten den Stoff, mit welchem we eich heEaaaen, 
tief za dnrolidriogen pflegen. Daa gleiche Lob l&ast aich anoh 
aeinem Kssay über die verallgemeinerten goniometrischen Funktionen 
nicht versagen, obwohl demselben durch eine ausgiebigere Be- 
rttckaichtigung der mathemAtisohen Httlfamittel der ITeuzeit vielleicht 
zu einem vollständigeren Absohlnss hätte verholfen werden können. 
Immerhin hielten wir es filr geboten, der Forachnngen fhor's 
in einem gelbstständigen Paragraphen za gedenken. 

Eb ist nicht nnintereBBajit, »ob den einleitenden Worten die 
massgebenden Grundsätze dea Antora kennen zu lernen. Sie 
lauten: „Es ist längst als Tbatsache anerkannt, dasa diejenigen 
Rechnungaoperationen, welche sich auf dem gewöhnlichen, vom 
Einfacheren zum mehr Zusammengesetzten fortschreitenden, Ent* 
wickelnngBgange der Arithmetik ergeben, fUr das BedQrfnisa der 
Mathematik in ihrer gegenwärtigen Anadehnnng nicht als ge- 
nügend betrachtet werden können. Dadurch hat sich von Zeit 
zu Zeit die Nothweadii^eit beraoBgeatellt, noch andere Fnnktiona- 
formen als selbstständig in die Wissenscbaft einzuführen, deren 
Unentbefarlichkeit oder wmigatena Ntttzliehkeit in wirklich vor- 
gekommenen Fällen durch die Erfahrung gelehrt wurde. Hiebei 



*) Wir hielten es nicht für erforderlich, auch an dieser Stelle nähet 
aaf die in Kap. IV S 7 bereits besprochenen nomeriBeben Beieohnnngen 
dieser Fnnktionen einsugeben, da dieselben einen ausgesprochenen prak- 
tischen Zweck — die Bestimmang der Wertbe des IntegralsinuB und 
IntegralcoBinas — verfolgon. Bieselben wurden von Bretichneiäer 9) 
durchgeOUirt. 
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ist es Imcht begreiflich, dasB mui Dicht immer gleich Anfangs im 
Stande war, den ganzen Umhog der Anwendbarkeit solcher neuer 
Funktionen zn Überschauen , da dieselben bei der speziellen 
Veranlassung ihrer Einführnng nicht sogleich in ihrer einfachsten 
nnd allgemeinsten Gestalt auftreten , nnd man zuweilen auch erst 
später die Art Ihres Zu aammen banges mit anderes bereits vorher 
bekannten Funktionen einsah, um ihnen demgemSas ihren gebnlirea- 
den Platz in der Wiasenechaft anweisen zu kennen, der hfinfig 
ein ganz anderer ist, als der sich bei der historischen £ntwicke- 
lung ergeben hat.' Hode^etisohe R^eln, deren Geltung jedwede 
Einfahmng neuer Mlbstatlndiger Tranascendenten conatatirt 

Krukr wendet seine Aufmerkaaiokeit haoptttttoblich den Funk- 
tionen vom vierten Qrade au, als welche er die folgenden vier 
definirt: 
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Diese Reihen werden mit einem Geaamratnamen als hypereyklisclie 
Funktionen bezeichnet. Neu ist nnn, anderen Versnchen gegen- 
11h er, dasB Xhar diese Funktionen mit vollem Bewnsstaein auf 
Hyperbelfnnktionen , theila reellen, theila ima^niren Argumentes, 
inrflekfnhrt; er setzt 

9ix) = 1 («Df aw + fio\xmi, 
/{«) ■— — (Sinonr — i iSiiixfi>i)t 

ip{x} — ^(CofaM.— aof2»ö, 
|(a;) = — — (@tn xw + i ©in xm), 
wo der Eflne wegen 

1— t 
"*" 1/3 
gesetzt ist Natürlich l&sat sieh das Gomplexe glniUch Temeiden, 
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Tenn man sich dua entacliliesst, Kreis- und Hyperbelfanktionen 
vereinigt im Anwendung zn bringen. Ancli diess tbut JCnar, 
wohl znm erstenmale unter deutscben Matbematikem,*} and 
erbftlt Bo 



'<"'' - Ä (" V2 '^r^ + "'iS ®" ,^2) ■ 

Da hier Kreis- nnd Hyperbeifunktionen völlig gleicbberecbtigt 
auftreten, ao leuchtet ein, dasB die bypercykliachen Funktionen 
zn jenen beiden FunktiouBgattungen ganz in dem nämlichen Ver- 
hättnisae stehen , dass also gerade bo gut die Hyperbeifunktionen 
hätten znm AuBgangapunkt genommen werden kOnnen, wie die 
Ereiafunktionen. Die Verbindung zwischen g>, x, ip und g stellt 
AVior dnroh zwei Differentialgleichungen her: 

l/l/d — 93(a;)> + v>(xVy + 4 fpix)^ip{x)^ + 2g>(x) ip(x} d9>(x) 

(/l/(l~iP(x)* + y^xW + 49<aj)* f^- 2!P(a;) ^{xjdtpix), 

\/V(l=n(x}g{x))i + (x(x)^-g(a;)^s- 1 + 2 zix) g(x) djcix) 



*) Die 80 SugaerBt bequeme Uanier, Kreta- und Hyperbeifunktionen 
direkt mit einander su verbinden, nm so der schleppenden Darstellung 
durch Exponentiatfnsktionen sich zu entschlagen, ist in Deutschland 
noch wenig beliebt, den englischen Mathematikern dagegen vüUig in 
Fleisch und Blut übergegangen 11). Will man die oben vorkommenden 
Produkte durch nuendUche Reihen ansdiücken, so kanu man hieen zwei 
von Sdüoemilchli) gefundene SStee verwenden; es ist diesen zufolge 
2'a:» S'«« . Vx«> Vx" 

2ema.sina = -äi eT+ToT i4r+-- 

■Px* Vx». 2»a:" 
€ofa:coBic = l — ~4]~ + "8"i I2r'''"" " 

Der Beweis hiefltr ISsst sich, wenn zuvor ein Lemma von den Binomial- 
coeflofenten bewiesen Ist, leioht mittelst der Identität a*—b* = (a-^&)X 
(d + fr) fuhren. Bei Schlotmilch fehlt links der Faktor 2. 

aOntlur, hypubaL PankUaiMn. 26 
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Eine äbnliehe Rolle, wie sie x als PeriodicititBiiiodal bei den 
g«w{thnUchen einfaehpetiodischen Fanktjoaen Bpielt, obernimmt 
hier der Werth 

fOr dieseB A^^tment, re«p. für deBien ICnltipla Iasmh sich die 
hfpercfkllBotaen Funktionen leieht reell durch Exponential- odei 
Hjrperbelfanktionen anidificken. Knar betrachtet 13) beeonden 
die vier Quotienten 

y(a: + 2njii) y(a: + 2nj:i) 

9(x + {2n — 2):ti) ' z'^ + (3n — 2)xi)' 

y(x + 2njri) § (j + 2njrt) 

ip(a;+(2n— 2)ä,)' g(x+ (2n— 2)jt,) 
nnd zeigt, dus eich diese Qaotienten in einen eingliedrig perio- 
dischen KettenbrQch entwickeln lassen, dessen Typns folgender ist: 

2V{2äO- 



2?.(2je,)- 



a».(2Ä,)-... 

In bekannter Weise aofgewiokelt liefert diefler Kettenbmeb il> 
Summe 

9>(2jr,)— j/^(2;r,)J— 1. 
Endlich atndirt Knar auch nodi die Entwickeloog der Brache 
X(^ VM 9^ 
ifix) ' g{a;) ' tK«) ' " ' 
in Reihen 14) nnd stSsst dabei auf gewisse Systeme rekurrenter 
Unearer Gleichungen, ans weichen die ßemouili'BtihBa Zahlen B^ 
Bt ■ ■ . B^ berechnet werden können. 

Im Ganzen enthUt die Knar'scbe Abhandlung viele Eeäme 
sn weiteren Untersuchungen; theoretisch betrachtet sind ft^ilicli 
seine Resultate in denen enthalten, welche von neueren Mathemt- 
tikern gefunden wurden. Wir wenden nna jetat daaa, diew nee- 
este, mehr tjatematische, Phase zu seliildern. 

$ 5. Appelfa System simultaner Differential/Ui- 
ehnngen. Jene Determinantenform, deren Studium in N. 5 des 
Eap. Vn i 6 besehloBsen ward, scheint znerat von Appell in Ver 
bindoDg mit dem uns hier besch&ftigenden Probleme gebnebt 
worden in lein. In der ersten Note, welche er darüber vertffBst' 
liebte 16), geht er blos darauf aus, den Ausdruck 
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ea9 + «'9>, 
wo 1,0, a- die kobiBchen E^heitawnrzeln bedenten, naoh Poteazen 
Ton a zu entwiekeln. BeBondera beachäftigteii ihn hiebe! die drei 
Fnaktionen 

«*,,)_i|,»+»+2. ^^,Yi»-<fi+^% 

Die zvrischen den drei Funktionen />, ^, R bestehende Bediugnnga- 
gleichang ist diese: 

Appell interpretirt dieselbe geometrisch. Versteht man, wie ge- 
wöhnlich, unter x, y, z die Coordinateu irgend eines Ranrnponktes 
uod nnter ff eine reelle, Grösse, so giebt es eine unendliche Anzahl 
voD Wertben fttr ^ und ip, welche sich von einander nur „des 
p^riodes conjugn^es" unterscheiden und die Parameterdarstellang 

erniflglichen. FQr ein conatantes (> ist diess die Paratneterdar- 
Btellung einer algebraischen Fläche, und zwar, wie sich aus Vor- 
stehendem ergiebt, einer Fläche dritter Ordnung von der Oleichung 

a^ + y' + 2' — Sxyx = p*. 
Die den Gleichungen 9- = Const., tp — Const. entsprechenden 
Unien nähern sich dieser Fläche Bsymptotisch. 

Kurz darauf gleng Appell an eine sehr umfassende Anadehnung 
dieser Theorie. Da er sich aber die Motive, welche ihn bei diesem 
Unternehmen leiten, nicht selbst ausgesprochen, so mag es einiger- 
maasen gewagt erscheinen, sieh dieaelben nachträgliah zurechtlegen 
zu wollen, indcBS bedflnkt; es uns, als knttpfe der neue Gedanken- 
gang unmittelbar an den Seh Inas der ersten Abhandlung an. 
Jener Scbluas über die Asymptoten stQtste sich auf eine analyüsche 
Üeberlegung, in welcher insbesondere die Differen^lgleichnng 
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ihre Stelle hatte, nnd Bo lag es denn gewiss nicht ferne, dieee 
Frage allgemein für den nteD Differentialquotienteu zn stellen. 

Dies» geschah dnrch die Betraehtang des folgenden Systemes 
aimnltaner Differentialglelchnngen 16): 

dy» -= yi+j dxi + t/k^ *ci + . . . + tf*+--i *c— i, 
wo jedoch statt (n+l) der Index 1, statt (n+2) der Index 2 n. s. «. 
einsntreten bat. Diese Funktionen j/t {k ■= l, 2 . . . n) genflgen 
nun eben den Differentialgleiobnngen 



^V* ^ ^* ^ =„_^L = 



dafl 



dsf. 



yt (*=1, 2...M), 



welche jeweils als Verallgemeihening der oben angeführten gelten 
mtlBsen. 

Bildet man die Determinante des obigen Systemes, so erhilt 
man 



h, 


K, ft, • 


■ UM, s. 


/» 


vu yt, ■ 


■ !/.-*, y*-i 


/—i 


V- >i, ■ 


• ».^1, JM 



ft. !/*, Ä, ■••Vi, y 
vt, 93, P4: ■ ■ • y«, y 

DieSB iat offenbar ganz jene Determinante, welche in Kap. VII § 5 
vorgelegt ward als Venllgemeinerang des Satzes aoe der Lehre 
von den HTperbelfonktionen, wonach 

I ©in y, ÖEof y I " 
iai Die Additioostheoreme bestehen nnn darin, jene Werthe 
2it 2i . . . Zn nnaerer Funktionen anzogeben, welche resp. den 
Werthen x^■^x'^, a^ + a:', ... «„—i +a:|,_, entsprechen, so zwm, 
daas tn die bezüglichen Ansdrftcke ausBchlieaslich die zo den x 
gehörigen Funktionen y nnd die zn den x* gehörigen FnnktioDeo 
y" eingehen. Die betreffenden Beziehnngen sind einfacher «Ige- 
bruBcher Natur; man findet 

'i — Vi V, +yiyi +ys yü- 1 + ■ - - + !/- y\, 
^i = yi t/t+vty'^i +V3y» +---+y»i/u 
H ■= Vi yi +ysW +y3 y', +■ • ■+yi. yi» , 



««— yi y'% +yiyi-i+y»v'— j + '-'+y-K- 



, L .OOc^lc 



5 6. Glaüher'» comblDirte Anfltfflaog der beiden Hauptprobleme. 40& 

Die Anordnung der Aggregate zur Rechten ist leiclit zu übersehen, 
wenn mkn bemerkt, dass sowohl die y, als aueh die y' cyklisch 
sieh aseinander reihen, nur in entgegengeaetzem Sinne der Zfth- 
lang. Zum Beweise ist es ZDvdrderst nöthig, das System der Be- 
diDgungsgleiobnngen anf eine andere Gestalt zn bringen. Indem 
wir je eine dieser Gleichungen mit der treffenden Potenz der 
nten Einheitswnrzel a mullipliciren und sodann addiren, bekommen 
wir eine einzige Differentialgleiehnng , n&mlich 

äfyi + ay^-h . .. +«'-•*'■)-= (j/i+«i'a+ ... +a^V,)X 
diü^^Xi 4-a»-';c2 + . . . +ax,_i). 
Die Integration derselben ergiebt 

!„ + OV, + ...+o^'!,.-«""'''«'+«""'*+ ■••+"«■ 
Thun wir ein Gleiches mit sämmtlichen n Einheitswnrzeln oi, 
cc; , . . a,—!, 1, so haben wir dadurch unser erstes System in das 
folgende Übergeführt: 

!/,+yi+...+!/--=ö*'+'^'+ ■■■+*-. 
In dieser Form sind dieselben weit handlicher, als in ihrer früheren; 
wir werden auch bef unseren folgenden Betrachtungen wieder 
anf dieselbe hingefDhrt werden. 

§ 6. Glaisfter'i combinirte Auflösung der beiden 
Hauptprobleme. Den AnstoBB zu einer noch einheitlicheren 
AnffssBung der obschwebenden Frage gab wesentlich eine Deter- 
miijantenbetrflchtung. Man kann nämlich fragen,, wie Determinanten 
beachalfon Bein mflssen, damit das Produkt zweier solcher Deter- 
minanten abermals eine combinatorische Form von ganz derselben 
Stuktur liefere. Jene Determinante, welche, gleich 1 gesetzt, den 
Fundamentalsatz der Hyperbel fnnktionen ausdrOckt, gehört in 
diese Kategorie, denn offenbar hat man 

jSofa:, @tn« lli^of!/) ®^v\ 
|©ina;, ®o(a;r|@tny, KoTy| 

lüEofiKofv + SinaiSinj/, Zo^x ®my + ®ittx^j^y\ 

|®ina;Eofj/ + S:oja: ©inj/, ©inx ©tny + ffiof* ®o[!/| 

|e:o((x+j/), <sm{x+y)\ 
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Nachdem diesu featBtelit, dürfen wir Bsgen: 

Die im gegebenen Falle von uns angeitrebte Erweiterung 
des älteren Begriffes goniometrischer Funktionen wird dadurch 
erreicht, dass man nach dem Charakter solcher (st/mmetrischer) 
Determinanten fragt, welche, zu zweien, oder auch in grösserer 
Anzahl mit änander multipHctrl, diesen ihren Charakter wieder 
reproduciren. 

Um zunächst bei dem Bpeziellen Falle einer Determinante 
dritten Oradea stehen zu bleiben, erinnern wir an die Identitit 
(aS + 63 + c3— 3aftc)(a:' + y' + 2'— 3ay^) = g> + i?'+£»— 3|i;S 
oder, aymboÜBoh geschrieben, 



a, », c 
c, a, b 

b, c, a 




X, y, z 


- 


S, 1, £ 
i, i, V 
v,S.g 



^=' ax + by + cz, ti ^= cx + ay-i-bz, ^^^ bx + cy + az 
zn setzen ist. Allgemeine Regeln fflr die Bildung von AnsdrUckeiiT 
welche mit dieser obigen. Bedingung verträglich sind, hat, freilich 
ohne dabei an Determinanten in unserem Sinne zu denken. Legen- 
drei!) gegeben and sich dabei anf das znletzt angegebene Bei- 
spiel bezogen. 

Nun hat aber Souillart 18) ganz allgemein den folgenden 
Lehrsatz erwiesen: 

Jede doppelt -orthosymmelrische Determinante, mit einer 
anderen doppelt-orthosymmetrischen Determinante gleichen Grades 
multiplicirt, liefert als Produkt wieder eine Determinante der 
nämlichen Art und des nämlichen Grades. 

Diese Thataache ermöglicht es uns, nunmehr gleich von einer 
n reihigen doppelt-orthosymmetrischen Determinante, welche der Ein- 
heit gleich ist, auszugehen. Wir haben mit Glmsher^S) also die 
Gleichnng 

tp'ix), ipi{^), V*(^). ■ ■ • V*^'{a;) 
-'(a;), ip'(a-), JpKx), ...-^-^(x) 



= 1 



weiter zn dtskutiren. Durch eine einfache Anwendung der Eegeln 
für die Hnltiplikation der Determinanten errtichen wir dieFonnn- 
limng der Additionatheoreme: 
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V'(a: + y)"= V'(a;)V'({') + *"(«)lP%)+ ■•■ +*'(a:)'P'(y), 
ipHx + y) = f ^(a:)»(-'(y) +ipi(a;) V'(y)+ . . . +'P'{a^) VO/), 

^{x + y) — ip*(a!)V'(v) + 'P*-'(3:)V'(j')+ . . • +ip*+M^)'p-(y), 

tp-(a; + y) = f(3:)*'{!/) + »P"-'(«)'P*(tf)+ • ■ . +V'(a;)V'(y). 
Wir setzen nun, wae sich mit der ersten Bedingnngsgleichnng 
▼erträgt, 

^i(O) = 1, ip»(0) = »p>(0) = . . . = ip"(0) = 0; 
setzen wir also in den AdditionsformeLn ftlr ^'(x-f-y), ^''{x^y).., 
statt y Überall ( — x^, so resultirt 
V>'(— x) = *i(a;), ip'^(—x) = *"(a:), v'(— ■») = ^"^^{x) . . . 
iin~x)=0''{x), 
wo die Orössen # bezIelinngsweiBe jene UnterdetermiDanten der 
Determinante A repräsentirea, welche zu den in der ersten Colonne 
von J befindlichen Elementen ^'(a:), ^'{x), tp*~'(a;) . . . ^i(;r) 
gehören. 

Ans den Definitionen folgt weiter, wenn 1, Oi, oj . . . Oa—i 
die nten Einheitswnrzeln vorstellen, unmittelbar folgendes System 
von Qleicbnngen: 

ipi(ar)+V'{ac) + V'(«)+ ■ ■ • + V"(a;) = «*, 
V« {x) + Ol V* («) + «! f '(«)+.-■ + ß"T* V"(a:) — e"'* , 
ipi (a:) + a, t*{j:) + aj ^«(a;) + . . . + cT;» ip"(a:) — e*^ , 

Differentiirt man, so findet sich 

d>p^{x) ., , äw^(x) ,_,, ^ 

^ = rix), "^ ^ip^Hx), 

O'^jx) 

Diese InfinitesimalbeBiehnnogen verhelfen nns nun leicht dato, 
die Fnnktioneo ^ in unendliche Reihen zn verwandeln, welche 
nach steigenden Potenzen von x fortachreiten. 

Da nämlich die Bedingung £e ist, dost Jede Heike das Inte- 
gral der Reihe vom nächst niedrigen Index sein soll und die 
letzte wieder das Integral der ersten, so kann dieser Bedingung 
nur genügt werden, wenn man 



- - ^{x). 
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"P'W— TT + : 






(»+1)1 ' (2n + l)l ' (8ti + l)l ' ■•■' 
«1(1 j:' »-» j^tH^ !»+■ 

~™~21 "•" (11 + 2)1 ■*"(»! +2)l'''(8» + 2)1 "•"••■ 



ri")—-. 



a*-' 



(n— 1)1 ^ (2>1— 1)1 ^ (3»— 1)1 ^ (te— 1)1 ^ 
f«(z(. Hiemit iit denn der früher blas ht/polfietiich ausgesprocltene 
Satz, dua N. 4 und 5 (Kap. VII § 5) im Grvnde völlig auf Evamä- 
dasselbe abzielten, definitiv als mahr erkannt. Durch l 
erkennt man auch sofort, äass, wie behauptet. 



2 Vi") - «- 



igt. 

Der doppelt-orthoeyminetriHeben Determinante anbgtitnirt dann 
Glaisher die doppelt-ortilosyminetrale 

?>'(«), V'{'), ^{x), ...<l>'{x) 

— <p<*[x), <p^(.x), 55*(a:), ... y— '(») 

— r-Hx),—v-(x), »'(!),... y->(a:) 



i = 






— »■'(*). -»'(«). — »<(*),•■■ »'(*) 
Diese GleioliuDg bärgt fllr die Goeiietflns üer n OMbstefaendeD 
Gleichungen: 



ite 



—»>•(»), 



— »"(x).. 

- -»'(»). 



Diese GleiobnDgen finden wieder nnr statt, wenn 



-9<^'(4 



(3»)l 






(n + l)! ^(2n+l)l (Sn+l)r 
x^ x*^' a:*H-* 



(» + 2)! ^(2n+2)! (3n + 2)K 



9)-(a;) = 



(n— 1)1 (2n— 1)1^(8»— 1)1 (4n— 1)1 ' 



OgIC 



§ 7. Erweiteniiig der rontehenden AnflOsnng. 409 

geaetet wird. Die Additionatheoreme nebmen jetzt folgende Oe- 
Btftlt u: 

ff^(x + jf) — ¥>"{^)?''(S') + y"~'W 9''(y)+- . .. +9i'(a:)9)'Ö/). 
Die Vertheilnng der Vorseichen zur Rechten der Gleichheitszeichen 
ist ersichtlich ganz dieselbe, wie in der Determinante S. 

Den Funktionen ^ entsprechen nach alledem fflr den Fall 
n :e= 2 die Hyperbelfunktlonen, den Funktionen p die Ereisfunk- 
tionen; nnsere Aufgabe ist mit der endgültigen Feststellung dieser 
Correlation gelöst 

§ 7. Erweiternng der Torstehenden Auflösung. Ob- 
echon diess Jedoch der Fall ist, so halten vir es gleichwohl nicht 
fttr flberfltlflaig, auch noch jene allgemeinere und theilweise direk- 
tere LQsnng des Problemes hier mitzutheilen, welche in nenester 
Zeit von dem Italiener NicodemiW) gegeben worden ist; dieselbe 
ist haapta&ehlich auch deswegen interessant, weil sie auf der wiil- 
lichen Anawerthung der Determinaate A fusat. Es wird, unter a 
wiederum eine nte Einheitswurzel verstanden, 

E(z) + ß*^! ^az) + a«'-» MaH) + ... 
^iz) ~ ^-=i '- (r — 1,2 . . . n) 

genetBt, wo 

E(a'z) = e<"z = Eip. (öfz) 
voranagesetzt wird, wenn wir diese letztere C/awAer'sche Bezeioh- 
nnng adoptiren wollten. Unter diesen Prämissen ist erkennbar, dass 



r.+T; 



(3»— r+l)! ' "■' ' 

ist. Dnroh Addition all' dieser Gebilde findet i 



E(afz) — V a^^--<^Vq,'{z). 
* = l 
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Du Addittonstbeoram fQr diese Fanktionen lisst üch folgender- 
maasen finden. Man hat für zwei verachiedene Argamente z und 
u reap. 

E{ofT) •= a-yi(i) + a**-i)g5«(z) + (^"'■^<p*{z) + . . ., 
E(afu) — a^^\v) + a^— »g5»(«) + a^*-»y (w) + . . . 
Bienne folgt durch MaltipUkation 

A = N A'=n 

iJ(a^^ + «))= 2 °""'^"^*(^) 2 '^'~*^"''*'*'*' 
A — J A'= 1 

oder 

A = n A's n 

A — 1 Ä^t 
Andererseita igt aber nftch Obigem 

r(« + w) = -^ 2 o"'-"-ß(«'(z + «)), 

Bomit dnrch Varbindnng der beiden letzten Oieichungeii 

« = «— 1 A = »I A'= n 
9)'-U + (*)-.-i. 2 2 V cK^-l)aK^4-s-»-»'>y»(^)^'(«). 

4 = A ^ 1 A's 1 
Da a*" c— i| Bo kann man auch schreiben: 

A — nA'==n j = n— 1 

A=1A'=I « = 

Setzen wir (A + A' — r — 1) »Ib eine durch n ohne Beat theilb«« 
Zahl Toraua, d. h. denken wir nns die Oongrnens 

A + Ä'— (r+l)^0 (mod ») 
erffillt, Bo wird einfacher 

A«=ri A'-=« , 

A = 1 A' - 1 

Die Befriedigung der fraglichen Congrnenz hKngt davon ab, tUss 

h nnd h' reap. entsprechenden Termen der beiden Zahlenreihea 
1, 2, Zy ... r, r + 1, r+2 ... n 
r, r— 1, r— 2 ... 1, n, «—1 ... r + 1 

gleich eind. Somit nimmt daa Additionatheorem znm Sehlnste die 

folgende Fonn an: 
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g>''(z + u) = 

2 9^z)r+i''(z) + ifH«)^'-^-*iu) (r - 1,2 ... n). 
*= \ 
Eme andere Herleitang bogrflndet Ificodemi, deaaen BezeichnnngB- 
weise wir darohana beibebalten haben, auf nnaere Determinante J 
und deren Entwiekelung. Ea fet bekanntlich*^ 
öl, a., On-l, . . . 
Ol, Ol, a», . . . Oj 



o^ «.-1, a._j, . . , 
r = 1 r, s= 1 r, = 1 



* = 



/7 2«-« 



< = r — 1 

|yl(4..?'>(^)| 
1 9>"(2)» ■ ■ 9K2) I 



WM in beweiaen war. 
Die Relation 



fuhrt anch noch in einer anderen intereaaanten Relation. 



*) Die gescbloBsene Form der doppelt- orthoqmmetrlaobeD Deter- 
minante, seit lÜDgerer Zelt schon bekannt, kann anf mehr&che Weisen 
dedndrt werden, nicht wohl jedoch einfachet, ala diese von Siemi\) 
geleistet worden ist. 
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man hierin mz ein statt z und erhebt weiterhin beide Seiten inr 
mten Potens, so wird 

r=n pr — n -, 

r=l r-1 I 

Diese Thataache laest sieb leicht in Worte kleidend 

Der Moivre'scbe Lehrsatz gilt fiü- unsere veraJlgememertm 
Hyperbelfunktionen ganz ebenso wie für die gewöhnlichen. 

Aach die verallgemeinerten Ereisfankßonen werden von dem 
italienischen Analytiker betrachtet; indes« ist dieser Theil eeüier 
Unteranchungen eine so natnrgemäeBe Conseqnens der bereib 
ansftthrlicb dargelegten Omnds&tze, dass ein weiteres Eingehen 
hierauf nicht geboten erscheint. Jedenfalls haben, von verschie- 
denen Pankten aasgehend nnd auf verschiedenen Wegen dem 
Ziele entgegen schreitend, Appell, Glaisher und Mcodemi festgestellt: 

Es existiri als Erweiterung der trigonometrischen Funktionen 
Sinus und Cosinus je eine Kategorie von beliebig vielen zusammen- 
gehörigen Funktionen, welche ein Additionstheorem, den Charakter 
einfacher Periodicität u. s. w. besitzen und durch eine dem Fm- 
damentalsatze Cosinus ^± Sinus * ^^ 1 entsprechende Bedingangi- 
gleichung unter einander verknüpft sind. 
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Kapitel X. 

Uebertragung der goniometrisdieii Funktionen oof den 
Baum; l^rboloidfonktionen. 



§ 1. EreiB- Dud Hyperbslfanktionen aU LOsnngen 
einer Differentialgleicbong sweiter OidniiD^. HjU mu 
-eine Funktion F(_x,t/) von svei Variablen, welche dar OleichniiE 

Oenflge leistet, nnd ist der Werth dieser Fnnktion ^ die Peri- 
pherie dnes KreiseB gegeben, ao kann mit Hülfe der Ereisfonk- 
tiosen deren Werth anoh fOr einen beUebig in der Ebene dea 
Ereises gelegenen Pnnkt gefunden werden.*) Um diese sn ei- 
weisen, enchen wir die LSsnng nnierer Differentialgleiclmng, nacb- 
dem wir letztere snvor mit Hälfe der Snbatitntioien 

X =■ r co8(p, y ™ r B!n<p 
ffir ein polarea CoordinatenByetem traneformirt haben. 
£a findet sich bo aU nene Differentialgleicbnng 
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*) Wir folgen hier flir den Asf&ng der ron Sender 1) gegebenes 
Daratellnng, welclia die Kreiifunktionen all Unterfall der KngeUnnktionsii 
nadi den fUr diese letiteren bewSbiten Methoden beliandelt 
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oder, da der erste Faktor eich nicht snniillireD kum, 

"^■ + W-o- 

Nun üeht nutn leicht, dasa, unter C and c die beiden willkflr- 
lichen Conatanten ventaQden, welche in du Integral einer jeden 
Differentialgleichnng zweiter Ordnung eingehen mUBseu, die LOaai^ 
gegeben ist dorcli die Gleichung (wo m eine arbiträre ganse Zahl) 

Bio) 



'-,2.aZ!«''+'''- 



Betrachtet man dann als die der Bedingung J^F «= genügende 
Funktion den Anadmek*) 

F «*= log ^r* + p» — 2rQ oo8 ip, 
wo Q die Entfernung eines beliebigen Ebenenpanktfls vom Pole 
des SystemeB bedeutet, während durch 9> der Z. (9>, r) bezeiehnet 
wird, BO kann man diese Funktion mittelst des ^oitre'schen Lehr- 
sätze! in eine nach den Coainns der MulUpla von g> fortschreitende 
Reihe entwickeln; es wird, je nachdem 

9^r, (.^^(9i>0<2») 

ist, 

Ea lässt sich, im Ansehlnsae hieran, zeigen, daes man jede längs 
einer Kreislinie gegebene FnbkUon durch eine] convergente 
Reihe von Bö'eiBfnnktionen aoszndrQcken im Stande ist 

Ue Frage, wie sich einer analogen Behandlnng gegentlber 
die durch die Bedingungsgleichung 

8x^ By* 



•) Da -F = xO^+yi) + tp («— yO = z(re*") + >i>(re—9*) ist, wo^md 
y> witlkfirllohe Fonkäone n bedeuten, so kann man 2 = log/^— re9" 
und V = log \/f—re—9' aetaen und findet dann 

-r-logt/(t>-iN>ff'Xf-rf-»0 = logl/t.*-arf g^^+^g-y +r'. 
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definirte Fnnkäon f Terhslten wUrd«, soheiot noch nieht ge- 
stellt worden zu sein; indess gestattet ^e selbst verständlich eme 
sehr einfache Erledigung. Wir tiansformiren die Oleichnng guu 
in derselben Weise and erhalten 

Die gleiche SabstitutJon F' = r'F', ergiebt 

oder fiinfkcher 

Nun aber ist einlenchtend, dass diese Gleichung dnreh eine änmme 
vom Allgemeinglied 

befriedigt werden kann. Fassen wir diese unsere Torlftnfigei 
Resnltate zusammen, so kßnnen wir sagen: 

Der für ein polares Coordtnatensystem transformirteti Biffe- 
rentialffleichtmg zweiter Ordnung 

genügen unier einer gewissen Voraussetzung, je nachdem das 
obere oder untere Vorzeichen gilt, die Kreis- oder ßyperbel- 
funkiionen Sinus und Cosinus. 

§ 3. Die Engelfanktionen als Verallgemeinernug 
der Kreisfunktionen. In der Raamgeometrie steht jener 
üblichen Coordin&tenbestimmnng, bei welcher ein Funkt als Durch- 
schnitt dreier zasam mengehörig er Ebenen einee parallelepipediBchen 
Raumgitters anfgefasst wird, bekanntlich eine zweite, kanm minder 
hinfig verwendete, gegeiiUbcr. Den ganzen Raum denkt man 
sich durch concentrische Eugelflächen ausgefflllt, und ffir einen 
Ranmpunkt gelten als Bestimmungstflcke der Radius der Engel, 
auf welcher er sich befindet, sowie zwei den Ort anf der be- 
zttglichen Sphäre selbst festlegende WinkelgrOssen. Die reciprobe 
Entfernung zweier durch ihre rechtwinkligen Coordlnaten x, y, z\ 
^irVii'^i bestimmten Punkte ist bekanntlich 
F = 
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geht man mittelst der SnbBtittttionen 

X =*> r CDB#, »1 -= r± coB^i, 

y =« r Bin fr coa i/J, yi ==> fj sin fri cos ipi, 

« =" r sin* BintC, z, ^ ri ain#t BinVi 

so dem zweiten Systeme, dem BphäriHch-polareD, über, bo wird 

nacli einer Behr einfachen Umformung 

j,. 1 

yr^ — 2rri(co8fr eoB#i + Bin#wn#i coB(t^ — 'Pi)+''i) 
Der trigonometrische AuBdruck, welcher anter der Wurzel steht, 
kann mittelst eines bekannten Satzes der sphänacben Trigonometrie 
TereinfHcht werden; bezeichnet man nämlich mit / den von den 
beiden Fahratrahlen r und ri eingeschlossenen Winkel, so ist 

cos/ = COB^ coafri +flin# sinfri cos(»p — tpi), 
nnd mithin 



[/r* — 2rri cosy-j-r' 
Anf dieseo Ausdruck nnn wurden die grossen ftanzöaischen Geometer 
am die Wende des Jahrhunderts bei ihren Foreohougen Über Pro- 
bleme der mathematischen Physik geehrt; es handelte sich weBent- , 
lieh darum, die Funktion F dnrcb eine Beihe darznstellen. Le- 
geadrei] and LaplaceZ) betrachteten gewisse dabei auftretende 
analytische Formen, deren hohe Bedentang sie znnäcl^st nur am 
speziellen Falle festzustellen in der Lage waren, und der ältere 
Neuntarm 4) verschaffte ihren Ergebnissen , unter gleichzeitiger 
betrachtlicher Weiterführnug derselben, Eingang in Dentachland^ 
wozn allerdings Lejeune- DiricMet 6) den Boden bereitet hatte. 
Dessen Bezeichnung adoptirend geben wir die Definition: 

Sofeme bei der angegebenen Reihenentmckelung die Fvnktion 
F in der Form 



dargestellt werden kann, ist diess f*'> offenbar eine ganze Funk- 
• tion nten Grades von cosy; dieselbe wird als nte Kugelfunktion 
bezeicfmet. 

Diese Art nnd Weise, die Kugelfunktionen als etwas historisch 
mit Notbwendlgkeit Gewordenes einznfflhren, ist in dem trefflichen 
Werke von Heine B) gewählt worden; sie eignet sich aach sehr 

OUnttiai, faipaibol. runktlaoen. 27 
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gat dazu, Verallgemeinerangeii, wie wir eie im Sinne tiaben, or- 
ganiecli snzaknopfeB. Biezn bedarf es aber noch einea ander- 
weiten Nachweiaea. 
Man liat 
BF X—Xi SF y—yt dF z—Xi 

ai~ gi ' 8j~ ß, ' «'" «* ' 

i'F — 2(»-i|)'H-(il-il,)'+(i-i|)' 

S^' «» 

I'F (x-a.|)'-ä(y-yi)' + (»-z,)' 

8'f (a:-j^i)'-Hg-yi)'— 2(z— Zi)' . 

durch direkte Addition ilso findet man 

Im tibertr&genen Sinne kSnnen wir kIbd jede dieser Differentisl- 
gleicliang genflgende Funktion eine Kngelfnnktioo nennen. 

Fttr den Fall, dssa die dritte Coordinate nicht vorbanden, 
die Engel also darch das enteprechende Gebilde von zwei Dimen- 
sionen, den Kreis, ersetzt ist, geht die obige Differentialgleichnog 
in jene Aber, von welcher wir in § 1 ausgegangen waren. Da 
nnn aher die Qleichnng 

d^F S'F ^ 

je nach dem Vorzeichen die Kreie- oder HjperbelAinktionen 
lieferte, so liegt es nahe, auch in der allgemeineren Differential- 
gleichung statt des durchlaufenden Piaszeichens alle mögUcben 
Abwech Belangen des Vorzeichens eintreten zn lassen und die geo 
metrische Bedeatong der anf solche Weise definirten Funktionen 
anfsosachen. 

S 3. Die Hyperbelfnnktionen der ersten Art Der 
Oleiehnng der Kugel 

x^ + t/^ + z*'=r^ 

stellt sich diejenige dra einschaaligen Hyperboloides 

«*+!/* — 2* «t' 
znn&ehst zur Seite. Ebenso wie froher durch due Sdiaar con- 
eentriaeber Kugeln denken wir ans jetat den Baum durch une 
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Sokaar ooncantrtacher RototionshTperboloide aosgcfflllt nnd drucken 
jeden Raampnnkt eiDeraeitB dnrch Beine rechtwinkligen CoordiDa- 
ten X, y, z, andereraeits dnrch das neu einzuführende Cooräina- 
iensytiem des ^mchaaligm Sj/perboloidet ans. 

(Fig. 66) ist der Mittelpunkt jenes Hyperboloides, anf 
Fig. 56. 




velehem der zn beBtimmende Pnnkt B gelegen igt, und zugleich 
eines orthogonalen Azensystemes, welches mit der das Hyperboloid 
berührenden concentrisohen Engel die Dnrchstossnngspnnkte A, A', 
Ai, A',, Af, A'-i gemein hat. Der Kreis A Ai A' A\ ist jene Curve, 
welche gewöhnlich mit dem Namen der Kehleliipse belegt wird; 
wir dürfen also hier von einem Eehlkreis sprechen. Dnrch Jeden 
Punkt des Kehlkreises geht eine mit diesem concentrische nnd ihn 
anter einem rechten Winkel durchschneidende gleichseitige Hyper- 
bel hindurch, deren Qesammtheit eben das Hyperboloid ausmacht; 
In der Figur sind lediglich die Hyperbel W, weiche in die Papier- 
ebene fUlt, nnd die Hyperbel mm', auf welcher B liegt, durch je 
einen ihrer Aeste vertreten. Letztere schneidet den Eehlkreis in 
M. Nnn Teraetcbnen wir die reohtwinkligen Coordimaten BC'=z, 
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CD-^y, DO—-X Ton B and drflGken den Werth der PanktiaD 
^1 -=■ —^r^ durch diese drei Coordin&tenverthe ans. 

Wir wiBBen non, dasB (rgl. Kap, I § 4, Kap. III § 3) ein Krd»- 
vnd ein Hyperbelaektor, welchen ein und d.rBelbe gemeinechafl- 
liche Winkel zngehöTt, ihrer Gröase nach bis anf den Faktor 
i = y—-\ übereiuBtimmen ; ist, unter A den Dnrchsohnitt des 
Fahrstrahlea OB mit dem Kreia A^MA'^ verstanden, 2. sect NOM = 
ui, so ist 2. aecL BOM •= u. Auf den hyperbolischen CoBinaa OC, 
der in die J'F-Ebene ftllt, bleibt dieaa ohne EiuflnsB, hingegen 
ninSB der Sinns BC selbst als iraagintlr in Rechnung gebracht 
werden. Es ist also im byperboloidiscben System thatsächlich 

DO-^x, CP'=y, BC'=rieiaui = iz, 
wo r den Radios des Eehlkreises bedeutet Wfthrend somit im 
Coordinatensyatem der Kngel, wie wir sahen, 

F- , ' 

iat, hsban wir jettt die sn&loge Funktion 

l/(i-ij>+(lf-i(,)'+ i>(j-z,)' 
1 1 

~ |/(I— !,)> + (y - Jf,)'— (Z— Zi)' ~ l'«! 

zu setEen. Bilden wir jetzt deren Differentialqnotienten. 
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ist Indem wir uns also bei der nun folgenden VeraUgemtinemDg 
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einer früheren Definition ganz analog, wie dort, verbalten, aetzen 
vir Nachstehend es fest: 

Jede Dtnktion Fi, durch welche die Differentialgleichung 

erßJlt mird, nennen wir eine Hyperboloid/Unktion der ersten 
Art imd interpretiren sie geometrisch in der bereiu angegebenen 
Weite. 

IndeBB hat eB auch keine Schwierigkeit, jene ersterwähnte Defi- 
nition einer Kngelfnnktiou nter Ordnung anch anf deren Seiteiiatuck 
zu fibertragen. Ea bedarf hiezn nnr der Einftlhntng der dnrcb 
die biaherigen Betraehtnngen von selbBt gegebenen hyperboloidi- 
schen Polarcoordinaien der ersten Art. 

Wir nehmen zu dem Ende wieder unsere Fignr 56 vor. 
Man erkennt sofort, dasB, wenn der doppelte EyperbeUektor 
Af05=. Mir* gesetzt wird, 5C -= r @tn (u : r'), OCTEoftwir^) 
wird. Bezelclinet man femer den Winkel AOM, welchen der 
Fahrstrahl OC mit der X-kx.fi bildet, mit f, so folgt ans dem in 
D rechtwinkligen Dreieck OßC sofort Ci>=' OCsinu, DO — 
OC cos V. Unsere rechtwinkligen sind mit den neuen polaren 
Goordinaten somit durch folgende Gleichungen verknüpft: 

x^r (Sof —^ cos V, 

{/ — rttof-jBintf, 

-,. u 
z — r ©ot-j- 

Uan erkennt, dasB 

a;i + yi_2! _ r» eDp^(coB*t> + sin»») — f» ®in*^ 

ist, wie ans der FlAchengleichang folgt Man kann diese Coor- 
dinatenbeBtimmnng eines Punktes diejenige durch cyklisches Azmuih 
and hyperbolische Höhe nennen. 

Setzt man in unserem Ausdruck -5- die neuen Goordinaten 
ein, so ergiebt sich nach einigen Vereinfachungen 

i.,jiP,..i-,:,G00glc 
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|/r* + rj — 2rr, Uo\ ^ Sof ^ coB (»—«,)— Sin ^ ©in^) 

Setzt man weiter*), noter (f den besOglichen neuen Radiiu ni- 
Btanden, 

®"^i ©in ^ ©in ^ + (JoJ^ «of ^ COB (f- f.), 

80 wird 

J__ 1 

nnd diese gebrocheDe Fanktion lisst eich gkns ebenso in eioi 
Reihe entwickeln, wie wir diese frOber betrefib der uialogeii Fnik- 
tion -ja andeuteten. Die damals ge^bene Definition bewatirt 

sachlich ihre IntegritiU; nnr müssen wir cos/ darch @tn -j und 
das Wort KngelfnnkÜon durch Hyperboloidfanktion der ersten 
Art erBetsen. 

Sehen wir von der AinktionentheoretlBohen Bedeutung unserer 
Grösse -^ ab nnd halten nns rein an die geometrische Seite nnserer 
neuen Polarcoordinaten, so ist (vgl. Kap. VIII § 11) jedenfalls kUr: 

Das System der hyperboioidischen Polarcoordinaten erster 
Art ist die unmittelbare stereometrische Verallgemeinenmg des 
von Laisant eingeführten Polarcoordinatensystemes der gleich- 
seitigen Hyperbel. 

§ 4. Die Hyperbolaidfnnktionen der zweiten Art 
Vom einschaaligen Drehnngshyperboloid schreiten wir fort mm 
zweischaaligen, dessen Qleichnng 

ist Wiedermn denken wir ans eine einfsch unendliche Schur 
solcher Rotation shjrperholoide, welche sämmtlich ein nnd denselben 

*) Hau siebt ein, dasa der AoBdmck rechte auch Wertbe annehmen 
bann, die <^ I und, Je nachdem die Argttmenteu nndu, variiren; es vit 
deshalb geboten, als jene Hy perbelfonktion , welche dem Anidmek 
gleichgesetzt wurde, nioht den Cosinne, der ateba zwischen 1 und « 
schwankt, aondern den Sinns zu wKhlen, der alle reellen Werthe an- 
nebmen kann. 
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Hittelpunkt besitzen; alednnn kann jeder Punkt desRanmes*) als 
bestimmt angeBehen Verden, sobald man das r des Hrperboloidea 
kennt, welchem jener Funkt angehOrt, sowie 'die so za sagen 
topograpbieohen Coordinaten des Punktes anf dieser Fliehe. 
Solchei^estalt erhalten wir das Coordinaiensystem des zwei- 
schaaligen Byperholoides. 

Die Bnchataben 0, A, A', A^, A[, A^, A\ haben in Fig. 57 
Flg. 61. 




gen»a dieselbe Bedentnng wie in Fig. 56-**) Zar Dargtellimg 
kommt von dem beeflglicben Drehungshyperboloid , anf welchem 
der zn fixirende Punkt B li^t, nnr die eine Scbaale, welche von 



♦) Es gilt dicM BunSchst nur fUr alle Jene Punkte, welche Innerhalb 
des BSmnttlicIien Hyperboloiden gemeiDsamen AsymplotenkegelB gelegen 
Bind. Für Pnnkte auf dieser EegelflSche wird r := 0, fllr alle ausaerhalb 
gelegenen imaginKr. 

*•) Wenn in Fig. 57 die positlTe Seite der Z-kxo eine andere Richtung 
erhielt, als gewOhnlieb, so erklärt sieb diese At>weichnng von der Begel 
durch den Wnnsoh, den Fnnkt B anf der vom poBitiven Theile der X- 
Axe durchschnittenen Schaale nnd ungleich auf der dem Beschaner zu- 
gewandten Hälfte dieser letzteren annehmen zu können. Der gestrichelte 
Theil aller Curven kennieichnet deren verlxirgenen , der ausgezogene 
deren eichtbaren Verlauf. 
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der (die Jl- nnd die Z-Axe eDthatteDden) P&yierebene in der 
Hyperbel bb' geacbnitten wird. Die Ebene des Ereiaea AA^A'^i 
Bcbneidet die Fläche Iftngs der gleichBeitigen Hyperbel aAtf, 
welche in A den Kreis beiUhrt. ConBtroirt man endlich den som 
Paukt ß gehörigen EaaptBcbnitt der FUche, so e^tüi nuui die 
Hyperbel mAm', nnd deren Ebene Bchneidet ans der Scbeitelbe- 
rflhrangBkngel vom RadioB OA »< OA' .•= r einen Hanptkreig 
AMA' ans, wo M den DnrchBchnUt dieses EreiBes mit der YZ- 
Ebene signalisirt. Die VerbindnngBiinie OB achneidet die Engel 
in einem Funkt E des zuletzt erwähnten Ereiaes. Von B wird 
anf die JtK-Ebene das Loth BC, von C in dieser Ebene anf die 
Abaciaaenaxe das Loth CD gefüllt; alsdann kann B ala bestimmt 
gelten, wenn man BG^ CD und DO kennt. Beieichnet maa den dop- 
pelten Ereissektor AOE mit ui, so iat der doppelte Hyperbelsektor 
AOB '=v^ nnd man bat, ganz ähnlich wie im vorigen Paragraphen, 
DO^r cosui, £/> <™ r sin ut. Zieht man BF parallel mit der 
X-Axe bis zum Darchschnitt mit OM, so entsteht ein Parallelo- 
gramm BEOD; wird also jetzt FG | CDU» zur Z-Axe geiogen, 
Bo erhält man zwei congrnente Dreiecke BCD nnd OGF. Der 
dnreh den Bogeli AyM gemessene doppelte Kreiasektor A^OM 
sei gleich v, dann ist, als Wecbaelwinkel von /_A,OM, auch 
i^OFG^ LBDC=v, und man hat 

6F= CD = BD cos v, OG'^ BC— BD ein v. 
Da nnn BD als eine imaginäre Gröase sich herausgestellt hat, so 
mfissen auch CD *= yi nnd BC •^ zi ala imaginäre Strecken in 
Recbnnng gebracht werden, und es wird, wenn wir den Mher 
betrachteten Funktionen F nnd ^i analog unsere Fiuktiftii /i 
ala reciproke Distanz zweier Ranmpnnkte bilden, 
1 
F^^ 



1 _^ J_ 

Verfahren wir ebenso wie froher, so ergiebt sich uns 

dFj x—Xi SFi y—Vt SFi z—zi 

S^ 2(a;-a;,)* + (y— y,)' + (z— zi)* 
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Die HyperbolotdfHiiktioiieii der EWflltea Art. 
8'f. _ (x—x,)' + äfa— gl)'- (»— ^i)' 



a^: 



Ä.' 



av (i-a!i)'-(y-y,)' + ä(z-i|)' 
<"' ~ B,* 

Geeignet« VerbinduDg dieser Ansdrttcke UUat enehen, dus 
d^Fj B^Fj S'Fj 
8xi Sy* 3z' "" 
ist. Hienns aber Eiehen wir wiederam .unsere BereobÜguig, die 
folgende DefiDition anfsustellen : 

Jede Ftmktion F2, durch welche die DifferentiaJgleichvng 
d^Fj g'fa a'Jj 
a«* ays 5z> """ 
er/Ullt wird, ist eine Byperholoidfimktion der zweiten Art. Geo- 
metrisch taterpretirt rieh dieselbe ganz ebenso mit Hülfe des t»ei- 
schaaiigen, ivie diejeniffen der ersten Art mit Sütfe des ein- 
schaaligen Hyperboloides. 

Die Gnindlagen für die EinftlhrnDg der hyperboloidischen 
Polo'eoordinaten der. zweiten Art sind oben bereits gegeben. 
Geben wir aber von den imaginären cykliioben Ärgtunenten in 
reellen hTperboliseben fiber, so bdcoinmen wir als neues System 
von Tnunformation^onneln dieses: 

tf ^ r ©in — = cos v, 

z — r ®tn -j- Bin o; 

darch Elimination von u und c gelangt man wieder m der car- 
tesischen Gleichung des zwelachaaligen Drehnngshyperboloides: 

j:»_yi_2» _ r* (Eop-^— r> ®in* —(ooa^v + tän^v) 

Sncbt man wieder die Analogie dieser hyperboloidiachen mit den 
gewöhnlieben Coordinaten der sphärischen Astronomie auf nnd 
betrachtet den Kreis A^AiJ^, ab Horiiont, den Punkt A als Zenith, 
den Pnnkt Ai dagegen alB Sfidpunkt, so kann man u als die 
hyperbolische Zenithdisianz, v als das cyklische Azimuth beseiohnen. 
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Durch SnbstitndoD der Polarcoordlnaten r, u, v, rj, U], Ci geht 
die Formel fflr die reciproke EntfernDDg der diesen Coordinaten 
entsprechenden Pankte ttber in 
J^_ 1 

[/r'+rf— Srrt («of^ttof^-Smp^ ©in ^ 6o»{tf-i.,)) 
Indem*) ((> in deraelben Bedentnng wie frflher gnommen) 

gesetzt wird, transformirt sich nnaer Brach in 
1 1 



Diese gebrochene Funktion in eine Reihe anfUMend, erhalten wir 
als allgemeines Glied derselben einen Anadmck von der Form 



^-K-'^)' 



nud in dieaem ä mOasen wir conseqnenterweiae «ne »te Hjpe^ 
boloidfunktion der zweiten Art erblicken. 

§ 5. Generelle Betraehtung der drei Funktionen 
Wir wiaaen also jetzt erstens, daas die je einer der drei Oifferen- 
tialgleichnngen 

8^F S^ d^F S^ 8*^_^ 

3'fi 3»fi B^Fi _ 
Sx^ 3y* 3z» " 



*) Den kleinsten Werth nimmt der rechtsatehene Anadrnck offenbar 
dann an, wenn u = n, = wird. Der Werth desselben ist dann gleich 
1; man darf also die Differenz (SofriSclrj — Sin r; Sin ry cob (p — Ti)) 
nicht einem h^perboUacben Siona, aondem lediglict) einem bjperbolischen 
Coainng gleich setzen, der stets ^ 1 ist. — Die geometrische Bedeutung 
von Gleich nngen, wie 

6i)f-i = eo(-i Si)(-;— Sin-fSin^ cos >■ 

eine ist, kann mit Httlfo der pBendosphlriecben Flüche von conetantei 
negativer ETÜmmnog ermittelt werden, auf welcher iwei Kürzeste clea 
Winkel y einBcbliesaen; wir verweisen deswegen auf unser sechstes Kapitel 
(insbesondere auf g 4 deaselben), wo alle AnfBchtflsse Über diese verall- 
gemeinerte Kaumtrigononietrle gegeben sind. 
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Oenflge leistenden Fanktionen geometriaoli eine einfache Vereinn- 
lichoDg eulasBen, sobald man den Banm durch einer Scbaat con- 
eentriflcher Umdrehnngaflächen der zweiten Ordanng erfüllt 
annimmt. Wir wissen aber auch weiter, dasa wir bei der Gnt- 
wiokelnng des Ausdruckes 

eine Reihe erbalten, deren allgemeines Glied von der Form 

ist, und dass dieses bezeichnungsweise in /^"', ff^f und H'^\ 
d. h. in eine nte Kngelfunktion oder in eine Hyperboloidfanktion 
der ersten und zweiten Art Übergeht, je nachdem 9> einem cybli- 
acheu Cosinus oder aber einem hyperbolischen Sinus und Cosinus 
gleich ist. Da ^n (90** — /) ■= cos / ist, so kann es nicht zwei 
principiell verschiedene Gattungen von Engelfanktionen geben. 
Andererseits stehen den hyperbolischen Sinns und Cosinus, wie 
wir in Kap. III § 9 erfahren, als complementäre Funktionen nicht 
etwa wieder Cosinus und Sinus gegentlber; dieae beiden Omnd- 
funktionen stehen also in einem gewissen Gegensatze zu einander, 
und dieser Gegensatz manifestirt sich daxin, daas den bezüglichen 
Reihen -Entwickelnngsgliedern zwei ihrem analytischen Charakter 
nach verschiedene Funktionen entsprechen. So haben wir denn 
das analytische Spiegelbild der alten geometrischen Wahrheit er- 
halten, dasa dnrcb Uradrehnng des Kreises um eine beliebige 
Diameter-Axe immer die nämliche Kugel entsteht, während die 
Botationsäachen fOr die gleichseitige Hyperbel ganz verschieden 
ansfallen, je nachdem man die reelle oder imaginKre Axe als fest 
betrachtet 

§ 6. Die Hyperboloidfnnktionen ersler Art in der 
Elasticitfttstheorie. Wir sind nun, der in Kap. VU § 3 ge- 
troffenen BeBtimmnng gemäss, verpflichtet, die Frage aufzuwei-fen 
nnd zn beantworten, ob diesen unseren Hyperboloidfunktionen 
auch irgendwelche praktische Bedeutung zukommt. Betrefib der 
ersten Art liegt die Antwort nahe: die Eypcrboloidfnnktionen 
erster Art lösen die Diffei'entialglcichung einer schwingenden 
Membran. Wir wollen von den Untersuchungen, welche aber diese 
letztere von hervorragenden Mathematikern und Physikern ange- 
stellt worden sind, im Folgenden anafflhrlich berichten. 

In sehr allgemeiner Weise hat dieaes Problem Eiemarm 7) 
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behandelt Derselbe betraditet eine in Schwingungen beflndliche 
Membran von conatanter Dicke, welche aonaeh Ar die Zwecke 
der Rechnung dnroh einen anendlieh donnea Cytinder ron der 
Htthe dz ersetst werden kann. Die Druckkraft F wirkt anf «ne 
Gtandfläche dieses Cylinders. Im Verlanfe der Zeit t, von irgend 
einem Änfangazaotand ans gerechnet, geben die Coordinaten x, y, z 
eines Pnnktes resp. in x + u, y + v, z-\-n> aber; des Femeren m 
bHt dH 8V 

^■-^+-S'' '"-■^+P' •^-^+^' 

wo mX', m¥'f mZ' die Componenten der ansseren Erftfte Bind, 
welche im Sinne der Coordinatenaxen anf das im Pnnkt x, y, z 
befindliche HaBsenelemeitt m wirken. Versteht man femer unter 
Q eine Constante, unter X nnd p zwei ausschliesslich von der 
Richtnng der Kraft bedingte Grossen, deren nähere mechanische 
Bedeatnng uns hier nicht interessirt, so kann man den Bewegnogs- 
gleichungen in möglichster Allgemeinheit die Form ertheilen: 
3*« v> , /, ■ . S* ■ ß*^ , S^ , SM 

3*» ™ ■ ,, ■ ^3* ■ /S*«* . 9*" ■ ^*»^ 

P,-ä*T - <'^ + (^ + ''>äi + K8^+ V +TzTJ- 

In niuerem Falle wirkt die Kraft F parallel inr Z-Aze nnd nr 
Mantelfläche des Cylinders; es wird also Z" •^ 0, p •=' F, 1 ^ —p. 
Dadurch redaeirt sich nnser System auf die einsige partielle 
Differestialgleichnng 



3V ^/3*»j_3^' 






F 
Es sei ndta gestattet, den Bruch— mit der Einheit sn identificiren. 

In der Gleichnng kommen dann weiter die drei unter einander 
unabhängigen Veränderlichen x, y, t vor; ersetzen wir, was j> 
anstandslos geschehen kann, den letzteren Buchstaben durch i, 
den Funktionsbuchstaben w durch Fi, so sind wir zu nachstehen- 
der Gleichung gekommen: 

z^Fj a*/*, a'fi 

Ar» ■*■ 8j/* 8zS " 
Damit aber ist nach § 3 der Satz ausgesprochen: 
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Sie der Differentialgleichung' für die Bewegung einer schwingen' 
den Membran genügende Funktion ist eine Hyperboloidfunktion, 
der ersten Art. 

Riemann (a. a. 0.) diskutirt speziell den Fall rechteckiger 
Membranen. Eine partiknl&re LSanng unserer Differentiatgleiehung 
liefert die ByperboloidfQoktion 

/•, - 2 (p/^ + ,e-^) ip^e^ + gre-^) ^l 1 yz, 



voranagesetEt wird. Fuhren wir die Znsatzbedingnng ein, dass 
für z =• auch y — 0, für a: =• auch z •= sei, so mnaa 
anch q = — p, qi = — pi werden, und dann hat man 

f , = Sppi ©m (XX Shi ßy |°J^ [ rz («* + ß^ — 7*)- 

Auch die allgemeinen LöBongsformela Riematm'a vereinfachen sich 
nicht unwesentlich duroh Einführung der von ihm nicht henfltzten 
Hyperbelfnnktionen. 

Eine Bebr beachtenswerthe Anwendung der AiMionn'schen 
Methode ist die, welche Hundt 8) von derselben auf eine akustische 
Anfgabe, «nf die der schwingenden Lnftplatten, gemacht hat Eine 
Lnftplatte ist ema nnendlieb dünne, swisehen iwei gleieh grossen, 
ebenen und festen Platten eingetchlosaene, Luftschicht Die beiden 
Platten, welche als rechteckig YOTansgesetzt werden, aollen so aber 
einander liegen, daas ihre Ränder aaf einander passen, so wie 
diesB die beiden Platten ABCß nnd abcd (Fig. 58) zur Darstellung 
bringen. Je nachdem die zwischen des Fig- ^^■ 

Platten eingesehloBsene Luft mit der abrigen j 

Atmosphäre frei commnniciren kann oder ^>^ 

aber durch feste Wände von dieser abge- V\ 
schlössen ist, wird die Lußplatte eine offene \\ 
oder eine geschlossene genannL ^ 

Führen in dieser nnendlieb dünnen V 

Lnftscheibe die Theilchen nur zweidimen- 
sionale Bewegungen parallel den Luftplatten ans, so ist, wenn 
noch die Geschwindigkeit des Schalles gleich der Klnhelt «nge- 



A'OOglc 



430 UelMrtovgiiBK der gonionetriechfln FonlrU<meii »of den Buim etc. § 6. 

Dommen wird, die Differentiftlgleichnng fflr die nnendlieli kleinen 
SchwingnDgen einer LnflpLatte diese:*) 

a*y 8*y ay 

wo r^ die GeBchwindigkeitacomponente des Laftpirtikels x, y im 

Verdichtung zur Zeit ( darstelli Die Orenzbedingnngen luten 

Bicfa leicht einfahren. let die Lnftpl&tte offen, Bo moBS ^ x ^ 

8qi Sa 

und X ^ a inch 07 ^ 0, för j/ -= und y ™ Ä ebenfaÜB jr 

■—0 sein; ist jene geschlosBen, so wird t^ zu Null Ar x'~(^ 

a und -T- en Nnll für v >« 0, &. Unter diesen VoranssetEnDgen 
erhalten wir die HTperboloid^inktion erster Art der drei unab- 
hing^eu Variables x, y, t in folgender Form: 

ij^' HOB cxt\/WT^ I 

' V a' b^ \ cmxx cnxy 

> COB cos — 7-— 

^ V a*^ bV 

Die Doppelwerthe der unteren Orensen besagen, da«B die Grenie 
fllT geschloBsene, die Qrense 1 ffir offene Platten gdten soll. 
„In dieBen Reihen sind Am,ii nnd Bm.» Constanten, die dnrch den 
AnfangBZBstand der Bewegnng für jedes Glied der Keihe an be- 
stimmen wären; n und n sind immer ganse positive Zahlen.' 
Die erste Reihe {Grenewerth m = n •= 0) stellt die Oesammtheil 
der möglichen Schwingangen einer rechteckigen gescbloBsenen 
Lnftplatte, die zweite Reihe (Qrenzwerth m ■= n — ' 1) diejenigen 
einer offenen dar; dnrch jedes einzelne Glied beider Reihen wird 
eine einfache Schwingung oder ein einfacher Ton der Laftplatte 
in beiden Fällen repräaentirt 9). Dieser letztere umstand macht 
es verb^tnisBinaBaig leicht, dnrch du Experiment die Biohtigkwt 



*) DaB Rechteck habe die Seiton a nnd b. Ein Eckpunkt fallt is 
den üraproiig det Coordinaten Systemen, die Seite a In die Absdraen-, 
die Seite b te die Ordinatenaze. 
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der obigen AnflöBnügaformeln in prüfen, and in der That hat 
sich anch darcb die Forschungen von Kundt, wie sie in der 
citirten Abhandlnng niedergelegt sind, eine solefae Uebereinstim- 
mung ergeben. Gerade aus diesem Grnnde hielten wir es t&i 
angezeigt, dieaen Speziallfall einer expliciten HyperboloidfunktioD 
hier mitzathellen. 

In allgemeinerem Sinne behandelt Wand 10) die anch ron 
Ihm zum gleichen Behnfe anfgestellte Differentialgleichung 






Hier bedeutet k eine Conatante,*) welche, um Uebereinatimmnng 
mit nnserer Fundamentalgleichung herbeizuführen, der Eins gleich' 
gesetzt werden mSge. Dnrch nmaUges Differentiiien nach t er- 
halt man 









Uan ersieht hieraus, indem mau n nach und nach durch 0, 2, 4 . . . 
3n — 3 ersetst, daas dieses succesaiTe Differentiiren ganz ebenso 
vor sich geht, wie das Potenziren, weshalb aUgemeiq 

d^s 3»j n 9^s 7i(ti— 1) 8"t 

8t^ "^ 8a;'" "•" 1! ' 8x*^*Sy^ "*■ 2! ' dx^'^dy*'*'' ' ' 

gesetzt werden kann. Unter Anwendung eines bekannten Satzes 
von den Binomialcoefficienten kann diese Gleichung folgender- 
massen symbolisch geschrieben werden (m als durchlaufender 
Buchstabe) 

r = -i - 



Andererseits liefert das raytor'ache Theorem fflr mehrere Veränder- 
liche die Reihenentwickelnngen 



•> An sich ist A = — , wo F die bewegende Kraft, p das speal- 
flaobe Oewicht der Membian-Haterie Totstellt \1). 
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432 Uebertngang det gonfametrladteii FanktHmon auf den Banm eto. § S. 
F{x + t, y + i) -^ F(x^y+ . . . 

f"- ^ Hl S^F{x,v) ^ 

"^ n,! mil{ni— m,)! j^^— m,gym, "^ "' ' 
wo wir F(x, y) als die der Anfangageschwindigkeit Nal! ent- 
sprechende AnfaDgaform der geBDchten Fnaktion betrachten. Fflr 
H] «■ 2n, tJii = 2m wird der zweite Faktor noter dem zweiten 
Snmmenseichei] gleich dem zweiten Faktor unter dem ersten 
Summenzeichen; der erste Faktor des zweiten Summenzeiebens 
dagegen kann alsdann (nAmlich fOr n, »■ in, ni| ^ 3m) auch u 
geachrieben werden: 

«I 1.8.6...(2«— 1) 

ml{n— Hi)I 'i.3.5...(2ot— l).3.6...[2(n— ffl)— 11* 
Ndb zeigt Wand, weseoüich dnrch eine geometrische üeberlegnng, 
dasB das besUmmte Doppelintegral 

'^J ^S ^(j^ + wnSoosy^p + Bin^Mn^iOBiBSdg 

durch nachfolgende Reihe wiedergegeben werden k{lnnel2): j 

h, = m k^ = n-m I 

//"(afti-D-ZTczAi-i) 

Fix „^ I 1 ^ (g»)' *. = ! ft» = l 

'l '»'■^(2»)I'*(2m)!(2n— 2m)! ^^« i 



verglicht man die beiden zuletet erhaltenen Siunmenansdracke 

mit tinander, so stimmen sie bia auf den Faktor - — r-r mit 

' , 2w+l 

einander flberei», nnd ee ist TolleÜndige Identität dadaroh herbei- 
znfQhren, daae man letzteren mit t moltiplicirt nnd sodann nach t 
differentiirt. Sonach ist endlich 

'■= gy ^J dg>JFix + ÜJi^eotg>t,y+aia^faaq)t)t6a^^\- 

Dieas ist, im OegenBatse zu den frflher betrachteten, die allge- 

*) t bedeatet freilich die Zeit, x und y dagegen bedeaten Banm- 
grOsaen; wir sehen aber hier von jeder meohaDischen Bedeatnng da 
Ql^hnng ab. /, tc und y sind dann drei anabhXngige Variable. 



% T. Eine analytische Annenilang d. hfperboloidiachen Systeinea etc. 4^3 

meinere Löaong, resp. die ungemeinere Form der Hyperboloid- 
funktion erster Art, da in aie, wie es die Theorie fordert, eine 
vffUkommen willkürliche Funktion eingegangen ist 

$7. Eine analjtiache Anwendung des hyperboloidi- 
schen Systemea iweiter Art Znm Zwecke einer beqnemen 
AnBwerthnng des bestimmten Integrales 

/>2« rfy 

*o o — b iMBip — c sing:t 
bat SeinelB) gelegentlich das hyperboloidische Folarcoordin&ten- 
BTstem der iweiten Art verwendet, ohne nattlTlich der für den 
angestrebten Zweck fem liegenden geometrischen Bedeutnog seiner 
SabBtitationsfonneln weiter nachzugehen. Derselbe setzt nämlich 

a = Mx, h = M\/x^ — 1 cosXi c ■" M]/x'^ — 1 sinj;. 
Nach unserer Bezeichnung des § 4 wäre, für u°=r%i, 

a^ r Sof«[ b = r ®inu, coaw, c = r @tnui sinv 
zu setsen, sodass 



'-^7 



(Jo( Ml — r ©in «1 (coB 97 cos u + ain (jp «in v) 



-ht 



Sofwi — ©ini^i GosCfp' — V) 
wUrde. Für g) — f ^ ^ gewinnen wir endlieh die einfache Form 

®ecMi An—v dr p 

"^ r *^, 1 — lang "1 cos y 
Bezeichnet man das unbestimmte Integral durch J, und macht 
1 — y^ . 2y , 2dy 

»»'v-rnr.' "»"^-i+F' '^-i+i'' 

ao erhalt man 

r _ ^i _ f ^y 

' i— Xanflwiy l + lnnflui 

"^1— Xungu, " 
Indem man endlich 



W- 



l + Ioitfli^ 
1— XatiflWi *'' 



'. — ■- . --- ' ___^ ^- / — - — T ^ 2 ffiotMi arc tangz. 

Dlber, hnwiliol' FuiiktloaBn. 28 
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Dnrch ROckBnbstJtDtion ergiebt sich 

J, = 2 Eof«, arc Ung \\/\+^^. \/T^^\. 
' ' ^LV 1— lonflMi V 1 + coB (gs— w) J 

Nnumehr endlich setzen wir die Grenzen ein nnd finden 

J = 









Vereinigt man diese Differenz, bo erhält man arc tang = nur 
und ea wird also 

. 2mJt©ecM| Sot»! 2m^ 

r r 

oder, wenn r dnrch a, b, c anegedrflckt wird, 

wie anch Harte {&, a. 0.) nnd Jacobi 14) angeben. 

§ 8. Anderweite Anwendnngen nnd Verallgemeine- 
rungen. Die beiden von uns eingeführten hyperboloidischen 
Folarcoordinatensysteme sind als solche, soweit unsere Kemitnisa 
wenigstens reicht, noch nicht zur bewnssten Verwendung gekommen. 
Und doch scheint nach ewei Richtungen bin eine solche Verwen- 
dung nicht allein möglich, sondern auch sehr vortbeilhaft zu sein. 
Man weiss, dass die früheren Bestrebungen, auch Punkte nnd 
Strecken im Räume durch imaginäre Zahlen auszudrücken, nicht 
von Erfolg gekrönt gewesen Bind, soweit dieselben wenigstens nnr 
auf algebraische Verbindungen der Zahl i Bedacht nahmen and 
von der Einführung hypercompiexer Einheiten absahen. HankelXh) 
eiztlhlt von solchen vergeblichen Versuchen Argandä und Servois'. 
Hamilton, Grassmann und insbesondere Sche/fler 16) wagten den 
Schritt, unser Zahlengebiet in der angegebenen Weise zu erweitern; 
vor allem gehört hierher des letz^enannten Mathematikers 
neue hypercomplexe Einheit yl-l. Aus § 3 und 4 dagegen geht 
hervor, daas unter Zugrundelegung einer gewissen Coordinaten- 
bestimmung die Uebertragung der gewöhnlichen imaginären Ein- 
heit anf ränmliche Gebilde ganz naturgemäsi sieh vollzieht, und 
wenn wir dem auch keine besofidere Bedeutnng in principiellcr 
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Hinsiclit beiznmeasen geneigt sind, so darf Oaa Doppelaystem der 
hyperbotoidischen Ooordiusten doch immer bei dieser VeranUsanng 
geDBnnt werden. 

Selir branclibar erweisen sich letztere anch dann, wenn wir 
den in Kap, V § 8 betrachteten Anomalieen der Kegelschnitte die 
räumlichen Anomalieen der cenirischen Quadriftächen zur Seite 
Btellen. Je naclidem wir ein dreiasiges Eltipaoid, ein einmanteligea . 
oder zweimaDteliges Hyperboloid vor uns haben, welchen Flächen 
reap. eine der Gleicbnngen 



^ j-J^-l:!^ 1 

= 1. 



«2 ^ *> ^ cS 

■ ^ , y^ 

a» ft* c* '■ 
zukommt, setzen wir 

X ^ a cofi^, x = a Eof m coB v, x^ a ©of u' , 

y °^h Bin* co3 9>, y ^b EofM sine, y = b ©in«' coaf', 
z ^ C 9\a& 9m(p, z = c ©inw z ^ c ©in«' ein d' 

und gewinnen so für eine beliebige Mittelpunktefläche zweiter 
Ordnung dieselben Vortheiie, welche die Verwendung der ge- 
wöhnlichen räumlichen Polarcoordinaten bei der Behandlang sphä- 
rischer Probleme gewährleistet, — 

Die Ausdehnung mathematischer Definitionen und Lehrsätze 
auf n fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten beschäftigt die Neuzelt 
in hohem Grade. Gerade die Diskussion der in diesem Kapitel 
betrachteten partiellen Differentialgleichungen glebt die Möglichkeit 
an die Hand, auch die gouio metrischen Funktionen einem solchen 
generellen Begriffe zu eubsnmiren. Ganz neuerlich hat JüfocAcr 17) 
mittelst der eigenartigen Verfahrungs weisen der modernen Funk- 
tionenlehre, also mehr reflektirend, denn rechnend, gezeigt, daaa 
stets eine gewisse Funktion P{Xi . . . x,^ der allgemeinen Gleichung 

dxl'^ Sxl'^'--'^ dxl " 
Genüge thut. Der nächste Schritt müssto somit der sein, mit den 
gleichen HUlfsmitteln an die Differentialgleichung 
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heraDButreten und die ihr enteprecbende Funktion fix^ . . . a;,) auf 
ihre ExiBtonB nnd ihren eonsüfen Charakter zu prüfen. Dieselbe 
enthielte ata Unterftlle sowohl die Hyperbelfunktionen, als «nch 
beide Gattungen von Hyperboloidfunktionen. 
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